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១. អនុគមនង៍យ 

 

I. គណន 

1. គណន ܽସ ൅ ܾସ ൅ ܿସ េƽយដងឹថ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൌ 0 នងិ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൌ 1 ។ 

គណន 

2.  ܵ௡ ൌ 1 ൅ 3 ൅ 6 ൅ڮ൅
݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

2 , ݊ א Գ 

3.  ܵ௡ ൌ 1ଷ ൅ 2ଷ ൅ 3ଷ ൅ ൅ڮ ݊ଷ, ݊ א Գ 

4. ǂង ܵ ൌ ሺ2 ൅ 1ሻሺ2ଶ ൅ 1ሻሺ2ସ ൅ 1ሻ… ሺ2ଵ଴ଶସ ൅ 1ሻ ൅ 1 ។ ចូរគណន ܵଵ/ଵ଴ଶସ ។ 

5. (កǁƽ ១៩៦៩) 
គណន 1.1! ൅ 2.2! ൅ 3.3! ൅ ൅ڮ ሺ݊ െ 1ሻ. ሺ݊ െ 1ሻ! ൅ ݊. ݊!   

ែដល ݊! ൌ ݊. ሺ݊ െ 1ሻ…3.2.1 ។ 

6. គណន 

ܵ ൌ
1

1! 1999! ൅
1

3! 1997! ൅ ൅ڮ
1

1997! 3! ൅
1

1999! 1! 

7. េគេǕយចំននួពតិ ݑ, ,ݒ ,ݏ េផទȣងផទ ݐ ត់លកខខណ្ឌ  
ݑ ൅ ݒ ൅ ݏ ൅ ݐ ൌ ଻ݑ ൅ ଻ݒ ൅ ଻ݏ ൅ ଻ݐ ൌ 0 

ចូរគណន  ܲ ൌ ݐሺݐ ൅ ݐሻሺݑ ൅ ݐሻሺݒ ൅  ሻݏ

II. សមភព 

ចូរបង្ហ ញថ 

8.  1ଶ ൅ 2ଶ ൅ 3ଶ ൅ ൅ڮ ݊ଶ ൌ
݊ሺ݊ ൅ 1ሻሺ2݊ ൅ 1ሻ

6
, ݊ א Գ 

9.  1
2 ൅

2
2ଶ ൅

3
2ଷ ൅ڮ൅

݊
2௡ ൌ 2 െ

݊ ൅ 2
2௡ , ݊ א Գ 

10. ចូរបង្ហ ញថ េបើ n ជចំននួគត់ធមមជត ិេនះ 

 ( ) ( )21.2 2.5 ... . 3 1 1n n n n+ + + − = +  
11. ចូរបង្ហ ញថ េបើ n ជចំននួគត់ធមមជត ិេនះ 

 ( )
( )2

2 2 2 2 4 1
1 3 5 ... 2 1

3

n n
n

−
+ + + + − =  

12. ǂង ܽ, ܾ, ܿ ជចំននួពតិ ខុសព ីെ1 នងិ 1 ែដល ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൌ ܾܽܿ ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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ܽ
1 െ ܽଶ ൅

ܾ
1 െ ܾଶ ൅

ܿ
1 െ ܿଶ ൌ

4ܾܽܿ
ሺ1 െ ܽଶሻሺ1 െ ܾଶሻሺ1 െ ܿଶሻ 

13. (កǁƽ ១៩៦៩) 

ចូរបង្ហ ញថ េបើ ܽଵ/ܾଵ  ൌ ܽଶ/ܾଶ  ൌ ܽଷ/ܾଷ  នងិ ݌ଵ; ;ଶ݌ ଷ មិនសូនយទំងអស់្រពមគន݌  េនះ 

൬
ܽଵ
ܾଵ
൰
௡
ൌ
ଵܽଵ௡݌ ൅ ଶܽଶ௡݌ ൅ ଷܽଷ௡݌

ଵܾଵ௡݌ ൅ ଶܾଶ௡݌ ൅ ଷܾଷ௡݌
 

ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់វជិជមន ݊ ។ 

 

 

III. សមកីរ 
េƽះ្រǒយសមីករ 

14.  ࢞૜ ൅ ૛࢞૛ െ ࢞ െ ૛ ൌ ૙

15.  ࢞૜ െ ࢞૛ െ ૡ࢞ ൅ ૚૛ ൌ ૙

16. ࢞૜ െ ૢ࢞૛ ൅ ૛ૠ࢞ െ ૛ૠ ൌ ૙

17. ࢞૜ ൅ ࢞૛ െ ૜ ൌ ૙ 

18. ૟࢞૜ ൅ ૠ࢞૛ െ ૚ ൌ ૙ 

19. ૛࢞૜ ൅ ࢞૛ ൅ ૞࢞ െ ૜ ൌ ૙

20. ૛࢞૝ െ ૞࢞૛ ൅ ૛ ൌ ૙ 

21. ࢞૝ െ ૛࢞૛ െ ૜ ൌ ૙ 

22. ሺ࢞ െ ૚ሻ૝ ൅ ሺ࢞ ൅ ૚ሻ૝ ൌ ૚૟

23. ሺ૛࢞ െ ૜ሻ૝ ൅ ሺ૛࢞ െ ૞ሻ૝ ൌ ૛

24. ૚
૛࢞૛ െ ࢞ ൅ ૚ ൅

૜
૛࢞૛ െ ࢞ ൅ ૜ ൌ

૚૙
૛࢞૛ െ ࢞ ൅ ૠ 

25. ሺ࢞ െ ሻ࢞ሺ࢞ࢇ ൅ ሻሺ࢞ࢇ ൅ ૛ࢇሻ ൌ ૜ࢇ૝

26. ሺ૟࢞ ൅ ૞ሻ૛ሺ૜࢞ ൅ ૛ሻሺ࢞ ൅ ૚ሻ ൌ ૜૞

27. ࢞૛ ൅
૝
࢞૛ െ ૡ ൬࢞ െ

૛
࢞൰ െ ૝ ൌ ૙ 

28. ૝࢞૝ ൅ ૟࢞૜ െ ૚૙࢞૛ െ ૢ࢞ ൅ ૢ ൌ ૙

29. ሺ࢞ ൅ ૚ሻ૞

࢞૞ ൅ ૚ ൌ
ૡ૚
૚૚ 

30. ሺ࢞૛ െ ૟࢞ െ ૢሻ૛ ൌ ࢞૜ െ ૝࢞૛ െ ૢ࢞

31. ࢞૛ ൅
૛૞࢞૛

ሺ࢞ ൅ ૞ሻ૛ ൌ ૚૚ 

32. ሺ࢞૛ െ ૚૟ሻሺ࢞ െ ૜ሻ૛ ൅ ૢ࢞૛ ൌ ૙
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33. ࢞૝ ൅ ૝࢞ െ ૚ ൌ ૙ 

34. ࢞૝ െ ૝࢞૜ െ ૚ ൌ ૙ 

35. ࢞૝ െ ૛࢞૛ െ ૝૙૙࢞ ൌ ૢૢૢૢ

36. ሺ࢞૜ െ ૛࢞ሻ െ ሺ࢞૛ ൅ ૛ሻࢇ െ ૛ࢇ૛࢞ ൌ ૙

37. ሺ࢞૛ െ ሻ૛ࢇ െ ૟࢞૛ ൅ ૝࢞ ൅ ૛ࢇ ൌ ૙

38.  េƽះ្រǒយសមីករ ࢞૝ െ ૝࢞૜ െ ૚૙࢞૛ ൅ ૜ૠ࢞ െ ૚૝ ൌ ૙ េƽយដងឹថអងគខងេឆ្វងǕច

ƽក់ជផលគុណែដលមនេមគុណជចំននួគត់បន។ 

39. សមីករ ࢞૜ ൅ ૛࢞ࢇ ൅ ࢞࢈ ൅ ࢉ ൌ ૙ ែដល ࢇ, ,࢈ ជចំននួគត់ មនរសឺសនទិនមួយ ǂង ࢉ

េƽយ ࢞૚ ។ ចូរបង្ហ ញថ ࢞૚ ជចំននួគត់ នងិថ ࢉ ែចកƽច់នងឹ ࢞૚ ។ 

40. សមីករ ࢞૝ ൅ ૜࢞ࢇ ൅ ૛࢞࢈ ൅ ࢞ࢉ ൅ ࢊ ൌ ૙ ែដល ࢇ, ,࢈ ,ࢉ  ជចំននួគត់ មនរសឺសនទិនមួយ ࢊ

ǂងេƽយ ࢞૚ ។ ចូរបង្ហ ញថ ࢞૚ ជចំននួគត់ នងិថ ݀ ែចកƽច់នងឹ ݔଵ ។ 

41. សនមតថ ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔܽ ଷ ជរសឺៃនសមីករݔ ൅ ଶݔܾ ൅ ݔܿ ൅ ݀ ൌ 0, ܽ ് 0 ។ ចូរបង្ហ ញថ 

ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ െܾ ܽ⁄ , ଶݔଵݔ ൅ ଷݔଶݔ ൅ ଵݔଷݔ ൌ ܿ ܽ⁄ , ଷݔଶݔଵݔ ൌ െ݀ ܽ⁄   ។ 

42. េគេǕយសមីករ ݔଷ ൅ ݔ݌ ൅ ݍ ൌ 0 ។ ចូរគណនផលបូកកេរៃនរសឺរបស់Ǐ។ 

43*. េƽះ្រǒយសមីករ ݔଷ ൅ ݔ3 െ 3 ൌ 0 ។ 

ចូររករសឺសនទិនៃនសមីករ 

44.  ࢞૝ ൅ ૛࢞૜ െ ૚૟࢞૛ െ ૛࢞ ൅ ૚૞ ൌ ૙

45.  ࢞૝ െ ૠ࢞૜ ൅ ૞࢞૛ ൅ ૝࢞ ൅ ૚૛ ൌ ૙

46. ࢞૝ ൅ ࢞૜ െ ૞࢞ െ ૞ ൌ ૙

47. ࢞૝ ൅ ࢞૜ െ ૚ ൌ ૙ 

48. ૟࢞૝ െ ࢞૜ ൅ ૞࢞૛ െ ࢞ െ ૚ ൌ ૙

េƽះ្រǒយសមីករ 

49. √࢞ ൅ ૚૙ ൅ √࢞ െ ૛ ൌ ૟ 

50. √࢞ െ √࢞ ൅ ૜ ൌ ૚ 

51. √૚૞ െ ࢞ ൅ √૜ െ ࢞ ൌ ૟ 

52. ඨ૛૙ ൅ ࢞
࢞ ൅ ඨ૛૙ െ ࢞

࢞ ൌ √૟  

53. ඥ|࢞| ൅ ૚ െ ඥ|࢞| ൌ  ࢇ

54. ඥ࢞૛ ൅ ૞࢞ ൅ ૜ െඥ࢞૛ ൅ ૞࢞ െ ૛ ൌ ૚

55. √૛࢞ ൅ ૜ െ √࢞ ൅ ૚ ൌ ૚ 

56. √૛࢞ ൅ ૜ ൅ √࢞ ൅ ૚ ൌ ૞ 

57. √૛࢞ െ ૜ ൅ √૝࢞ ൅ ૚ ൌ ૝
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60. √૞࢞ ൅ ૠ െ √૛࢞ ൅ ૜ ൌ √૜࢞ ൅ ૝

61. ඥ࢞૛ ൅ ࢞ ൅ ૝ ൅ ඥ࢞૛ ൅ ࢞ ൅ ૚ ൌ ඥ૛࢞૛ ൅ ૛࢞ ൅ ૢ

62. ඥ࢞૛ െ ૢ࢞ ൅ ૛૝ െ ඥ૟࢞૛ െ ૞ૢ࢞ ൅ ૚૝ૢ ൌ |૞ െ ࢞|

63. ࢞ ൅ ૚૛√࢞ െ ૟૝ ൌ ૙ 

64. ࢞ െ ૝
√࢞ ൅ ૛

ൌ ࢞ െ ૡ 

65. ሺ࢞ െ ૜ሻ૛ ൅ ૜࢞ െ ૛૛ ൌ ඥ࢞૛ െ ૜࢞ ൅ ૠ

66. ૛࢞૛ ൅ ૜࢞ െ ૞ඥ૛࢞૛ ൅ ૜࢞ ൅ ૢ ൅ ૜ ൌ ૙

67. ࢞ඥ࢞૛ ൅ ૚૞ െ ૛ ൌ √࢞ ඥ࢞૛ ൅ ૚૞૝

68. ඨ࢞ ൅ ૚
࢞ െ ૚ െ

ඨ࢞ െ ૚
࢞ ൅ ૚ ൌ

૜
૛ 

69. ඨ
࢞ ൅ ࢇ
࢞ െ ࢇ ൅ ૛ට

࢞ െ ࢇ
࢞ ൅ ࢇ ൌ ૜ 

70. √૛ െ ࢞ ൅
૝

√૛ െ ࢞ ൅ ૜
ൌ ૛ 

71. ૝࢞૛ ൅ ૚૛࢞√૚ ൅ ࢞ ൌ ૛ૠሺ૚ ൅ ࢞ሻ

72. √ૠ െ ࢞ ൅ √࢞ െ ૜ ൌ  ࢇ

73*. √࢞ െ ૛૝ ൅ √૝ െ ࢞૝ ൌ ૛ 

74. ඥ࢞૛ ൅ ࢞ࢇ െ ૛ࢇ ൌ ࢞ ൅ ૚

75. √૛࢞ െ ૚ െ ࢞ ൅ ࢇ ൌ ૙ 

76. ටࢇ૛ െ ࢞ඥ࢞૛ ൅ ૛ࢇ ൌ ࢇ െ ࢞

77. ට࢞ െ √࢞ െ ࢇ ൌ  ࢇ

78. ට࢞ ൅ ඥࢇ૛ ൅ ૛ࢇ െ ૜ ൅ ට࢞ ൅ ࢇ ൅ ඥ૛ െ ૛ࢇ ൅ ૛ࢇ૛ െ ૜ࢇ ൌ ૚√ࢇ െ ࢞ 

79. ሺ࢞ െ ૚ሻ૛ ൅ ሺ࢟ ൅ ૞ሻ૛ ൌ ૙

80. ࢞૛ ൅ ࢟૛ െ ૛࢞ ൅ ૟࢟ ൅ ૚૙ ൌ ૙

81. ሺ࢞ ൅ ࢟ െ ሻ૛ࢇ ൅ ሺ࢟ െ ૚ሻ૛ ൅ ሺ࢞ ൅ ૜ሻ૛ ൌ ૙

82*. (ទរួគី ១៩៩៨)  

ǂង ሼ࢔ࢇሽ ជស្វុីតៃនចំននួពតិ កនំត់េƽយ ࢇ૚ ൌ ࢚ នងិ ࢔ࢇା૚ ൌ ૝࢔ࢇሺ૚ െ  ሻ ចំេពះ្រគប់࢔ࢇ

࢔  ൒ ૚ ។ េតើតៃំលរបស់ ࢚ ខសុៗគន ចំននួបុ៉នម ន ែដល ࢇ૚ૢૢૡ ൌ ૙ ? 

83*. (MOSP ២០០១)  
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ចូរកនំត់្រគប់្រតធីតុៃនចំនួនពតិ ሺࢇ, ,࢈  ሻ ែដលࢉ

૛ࢇ    െ ૛࢈૛ ൌ ૚, ૛࢈૛ െ ૜ࢉ૛ ൌ ૚  នងិ ࢈ࢇ ൅ ࢉ࢈ ൅ ࢇࢉ ൌ ૚។ 

84*. (អន្តរជតិ ១៩៦៣)  

េƽះ្រǒយសមីករ ඥ࢞૛ െ ࢖ ൅  ૛√࢞૛ െ ૚ ൌ ࢞ ែដល ࢖ ជប៉Ǎែ៉ម៉្រតនងិជចំននួពតិ។ 

85*. (អន្តរជតិឡងលីស ១៩៦៧)  

េគេǕយសមីករ 
࢞૞ ൅ ૞࢞ࣅ૝ െ ࢞૜ ൅ ሺࢻࣅ െ ૝ሻ࢞૛ െ ሺૡࣅ ൅ ૜ሻ࢞ ൅ ࢻࣅ െ ૛ ൌ ૙ 

ក) ចូរកនំត់ ࢻ េដើមបីេǕយសមីករមនរសឺែដលមិនǕ្រស័យនងឹ ࣅ ែតមួយគត់។ 

ខ) ចូរកនំត់ ࢻ េដើមបីេǕយសមីករមនរសឺែដលមិនǕ្រស័យនងឹ ࣅ ែតពរីគត់។ 

86*. (អន្តរជតិ ១៩៥៩)  

ចូរេƽះ្រǒយសមីករខងេ្រកម 

ក) ඥݔ ൅ ݔ2√ െ 1 ൅ ඥݔ െ ݔ2√ െ 1 ൌ √2 

ខ) ඥݔ ൅ ݔ2√ െ 1 ൅ ඥݔ െ ݔ2√ െ 1 ൌ 1 

គ) ඥݔ ൅ ݔ2√ െ 1 ൅ ඥݔ െ ݔ2√ െ 1 ൌ 2 

87*. េƽះ្រǒយសមីករ 

ටݔ ൅ 3 െ ݔ√4 െ 1 ൅ ටݔ ൅ 8 െ ݔ√6 െ 1 ൌ 1 

88*. េƽះ្រǒយសមីករ 

ඪݔ ൅ 2ඩݔ ൅ 2ඨݔ ൅ڮ൅ 2ටݔ ൅ ݔ3√2 ൌ  ݔ

(មនǍឌ៉កីល់ចំននួ ݊ ដង) 

89. េƽះ្រǒយសមីករ 

ටݔ െ 3 െ ݔ√2 െ 4 ൅ ටݔ െ ݔ√4 െ 4 ൌ ܽ,   
90. េƽះ្រǒយសមីករ ሺܽ െ ሻହݔ ൅ ሺݔ െ ܾሻହ ൌ ሺܽ െ ܾሻହ;   ܽ ് ܾ  ។ 

91. េƽះ្រǒយសមីករខងេ្រកមចំេពះ ݔ ൒ െ1 

ଶݔ2 ൅ ݔ4 ൌ ඨݔ ൅ 3
2

 

92. េគេǕយសមីករ ݔଶ െ ݔ3 ൅ 1 ൌ ସݔ√݉ ൅ ଶݔ ൅ 1   (*) ែដលកនងុេនះ ݉ ជប៉Ǎែ៉ម៉្រត 

នងិ ݔ ជអញញ ត។ 

ក) េƽះ្រǒយសមីករករណី ݉ ൌ െ√ଷ
ଷ

 ។ 
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ខ) ចូរកនំត់តៃំល ݉ េដើមបីេǕយ សមីករ(*) មនរសឺចំននួមួយ។ 

93. េƽះ្រǒយសមីករ 

ݔ7√ ൅ 1ଷ െ ඥݔଶ െ ݔ െ 8ଷ ൅ ඥݔଶ െ ݔ8 െ 1ଷ ൌ 2 
94. េƽះ្រǒយសមីករ 

√1 ൅ ଷݔ

ଶݔ ൅ 2 ൌ
2
5 

  

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

95. ൜࢞
૛ െ ࢞࢟ ൅ ૜࢟૛ ൅ ૛࢞ െ ૞࢟ െ ૝ ൌ ૙
࢞ ൅ ૛࢟ ൌ ૝  

96. ൜૛࢞࢟ െ ࢟૛ ൅ ૞࢞ ൅ ૛૙ ൌ ૙
૜࢞ ൅ ૛࢟ െ ૜ ൌ ૙  

97. ൜࢞
૛ െ ૝࢟૛ ൌ ૛૙૙
࢞ ൅ ૛࢟ ൌ ૚૙૙ 

98. ൜࢞
૛ ൅ ૢ࢟૛ ൅ ૟࢞࢟ െ ૟࢞ െ ૚ૡ࢟ െ ૝૙ ൌ ૙
࢞ ൅ ૜૙ ൌ ૛࢟  

99. ൜࢞ ൅ ࢟ ൌ ૞
࢞࢟ ൌ ૟  100. ൜࢞ െ ࢟ ൌ ૞

࢞࢟ ൌ െ૝  

101. ൜࢞
૛ ൅ ࢟૛ ൌ ૚૙
࢞ ൅ ࢟ ൌ ૝  102. ൜࢞

૝ ൅ ࢟૝ ൌ ૚ૠ
࢞ ൅ ࢟ ൌ ૜  

103. 

ە
۔

ۓ
૚
࢞૛ ൅

૚
࢟૛ ൌ ૚૜

૚
࢞ െ

૚
࢟ ൌ ૚

 

104. ൜࢞
૜ ൅ ࢟૜ ൌ ૠ
࢞ ൅ ࢟ ൌ ૚  

105. ൜࢞
૞ ൅ ࢟૞ ൌ ૛ૠ૞
࢞ ൅ ࢟ ൌ ૞  106. ൜࢞

૜ െ ࢟૜ ൌ ૟૜
࢞࢟ ൌ ૝  

107. ൜
࢞ ൅ ࢟ ൅ ࢞࢟ ൌ െ૚૚
࢞૛ ൅ ࢟૛ ൅ ࢞࢟ ൌ ૚૜ 

108. ൜࢞
૛࢟ െ ࢞࢟૛ ൌ ૜૙
࢞ ൅ ࢞࢟ െ ࢟ ൌ ૚૜ 

109. ൜ሺ࢞ ൅ ૙, ૛ሻ૛ ൅ ሺ࢟ ൅ ૙, ૜ሻ૛ ൌ ૚
࢞ ൅ ࢟ ൌ ૙, ૢ  

110. 

ە
ۖ
۔

ۖ
࢞ۓ ൅ ࢟ ൅

࢞
࢟ ൌ

૚
૛

ሺ࢞ ൅ ࢟ሻ࢞
࢟ ൌ െ

૚
૛

 

111. ቊ࢞
૜࢟ ൅ ࢞૜࢟૛ ൅ ૛࢞૛࢟૛ ൅ ࢞૛࢟૜ ൅ ࢞࢟૜ ൌ ૜૙
࢞૛࢟ ൅ ࢞࢟ ൅ ࢞ ൅ ࢟ ൅ ࢞࢟૛ ൌ ૚૚

 



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | IV. ្របព័នធសមីករ 7 

 

112. ቊ૛࢞
૛ ൅ ࢞࢟ െ ૝૞࢟૛ ൌ ૙

૛࢞ ൅ ૢ࢟૛ ൌ ૝
 

113. ቊ࢞
૛ െ ૞࢞࢟ ൌ ૚૟
૛࢞࢟ ൅ ࢟૛ ൌ ૜

 

114. 
ቐ
૛࢞૛ ൅ ࢟૛ ൅ ૜࢞࢟ ൌ ૚૛

ሺ࢞ ൅ ࢟ሻ૛ െ
૚
૛࢟

૛ ൌ ૠ
 

115. ቊ࢞
૜ ൅ ࢞࢟૛ ൌ ૚૙
࢞૛࢟ െ ࢟૜ ൌ െ૜

 

116. ቊ૚૙࢞
૛ ൅ ૞࢟૛ െ ૛࢞࢟ െ ૜ૡ࢞ െ ૟࢟ ൅ ૝૚ ൌ ૙

૜࢞૛ െ ૛࢟૛ ൅ ૞࢞࢟ െ ૚ૠ࢞ െ ૟࢟ ൅ ૛૙ ൌ ૙
 

117. ቊ࢟
૛ሺ࢞૛ െ ૜ሻ ൅ ࢞࢟ ൅ ૚ ൌ ૙
࢟૛ሺ૜࢞૛ െ ૟ሻ ൅ ࢞࢟ ൅ ૛ ൌ ૙

 

118. 
൞

࢞
࢟
ሺ࢞ ൅ ࢟ െ ૛ሻ ൌ

૛
૜

࢟
࢞
ሺ࢞ ൅ ࢟ െ ૚ሻ ൌ ૢ

 
119. 

ە
۔

ۓ
૛
࢞ ൅

࢟
૜ ൌ ૜

࢞
૛ ൅

૜
࢟ ൌ

૜
૛

 

120. ቊ࢟
૛ െ |࢞࢟| ൅ ૛ ൌ ૙
ૡ െ ࢞૛ ൌ ሺ࢞ ൅ ૛࢟ሻ૛

 121. ቊ
|࢞࢟ െ ૛| ൌ ૟ െ ࢞૛

૛ ൅ ૜࢟૛ ൌ ૛࢞࢟
 

122. 
ቐ
࢞ ൅ ૛࢟ െ ࢠ ൌ ૞
૜࢞ െ ૝࢟ ൅ ࢠ ൌ ૚
࢞૛ ൅ ࢟૛ ൅ ૛ࢠ ൌ ૟

 
123.

൝
૛࢛ ൅ ࢜ ൅࢝ ൌ ૟
૜࢛ ൅ ૛࢜ ൅࢝ ൌ ૢ
૜࢛૜ ൅ ૛࢜૜ ൅ ࢝૜ ൌ ૛ૠ

 

124. 
ቐ
࢞ ൅ ࢟ ൅ ࢠ ൌ ૛
࢞࢟ ൅ ࢠ࢟ ൅ ࢞ࢠ ൌ െ૞
࢞૛ ൅ ࢟૛ െ ૛ࢠ ൌ ૚૛

 
125.

൝
࢞࢟ ൅ ࢞ ൅ ࢟ ൌ ૠ
ࢠ࢟ ൅ ࢟ ൅ ࢠ ൌ െ૜
ࢠ࢞ ൅ ࢞ ൅ ࢠ ൌ െ૞

 

126. 
ቐ
࢞૛ െ ࢠ࢟ ൌ ૚૝
࢟૛ െ ࢠ࢞ ൌ ૛ૡ
૛ࢠ െ ࢞࢟ ൌ െ૚૝

 
127. 

ቐ
࢞૛ ൅ ࢞࢟ ൅ ࢟૛ ൌ ૜
࢟૛ ൅ ࢠ࢟ ൅ ૛ࢠ ൌ ૠ
૛ࢠ ൅ ࢞ࢠ ൅ ࢞૛ ൌ ૚ૢ

 

128. 
൝
࢞࢟ ൅ ࢠ࢞ ൌ ૡ
ࢠ࢟ ൅ ࢞࢟ ൌ ૢ
ࢠ࢞ ൅ ࢠ࢟ ൌ െૠ

 
129. 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
૞࢞࢟
࢞ ൅ ࢟

ൌ ૚

ૠ࢟ࢠ
࢟ ൅ ࢠ ൌ ૚

૟࢞ࢠ ൌ ࢞ ൅ ࢠ

 

130. 
ቐ
૝࢞࢟ ൅ ࢟૛ ൅ ૛ࢠ૛ ൌ െ૜
૝࢞ࢠ ൅ ࢞૛ ൅ ૛ࢠ૛ ൌ ૚
ૡ࢟ࢠ ൅ ࢟૛ ൅ ૛ࢠ૛ ൌ ૚

 
131.

ቐ
࢟૜ ൌ ૢ࢞૛ െ ૛ૠ࢞ ൅ ૛ૠ
૜ࢠ ൌ ૢ࢟૛ െ ૛ૠ࢟ ൅ ૛ૠ
࢞૜ ൌ ૛ࢠૢ െ ૛ૠࢠ ൅ ૛ૠ

 

132. 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ૠ
√࢞ െ ૠ 

െ
૝

ඥ࢟ ൅ ૟ 
ൌ
૞
૜

૞
√࢞ െ ૠ 

൅
૜

ඥ࢟ ൅ ૟ 
ൌ
૚૜
૟

 

133. 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

૝
ඥ࢞ ൅ ࢟ െ ඥ࢞ െ ࢟

െ
૚

ඥ࢞ െ ࢟૝ െ ඥ࢞ ൅ ࢟૝ ൌ ૚

૛
ඥ࢞ ൅ ࢟ െ ඥ࢞ െ ࢟

൅
૝

ඥ࢞ െ ࢟૝ െ ඥ࢞ ൅ ࢟૝ ൌ
ૢ
૝
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134. 
൞ඨ

࢞ ൅ ࢟
૛࢞ െ ૚ ൅ ૝ඨ

૛࢞ െ ૚
࢞ ൅ ࢟ ൌ ૞

࢞ ൌ ࢟ ൅ ૚

 

135. 
൞ඨ

࢞ െ ࢟
࢞ ൅ ࢟ ൅ ඨ

࢞ ൅ ࢟
࢞ െ ࢟ ൌ

૚૙
૜

࢞࢟ െ ૛࢞ െ ૛࢟ ൌ ૛

 

136. 
൞࢞ ൅ ࢟ ൅ ඨ

࢞ ൅ ࢟
࢞ െ ࢟ ൌ

૚૛
࢞ െ ࢟

࢞࢟ ൌ ૚૞

 

137. ቊ
ଶݔඥݕ ൅ ଶݕ െ ݕ2ܽ െ 3 ൌ 0
ଶݔඥݔ ൅ ଶݕ ൌ ݔ2ܽ

 

138. ൜
ݔ ൅ ݕ ൌ 2
ݕݔ െ ଶݖ ൌ 1 

 

139. ចូរកនំត់តៃំល ࢇ េដើមបីេǕយ្របពន័ធសមីករខងេ្រកមមនរសឺែតមួយគត់ 

ቐඥݕ ൌ
1
ݔ√

ݕ ൌ ݔܽ ൅ 1
     

140*. េគេǕយ្របពន័ធសមីករ 

൝
2
3 ݔ ൅

4
ݕ5 ൅

5
6 ݖ ൌ 61

ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ 79
 

ក) ចូរគណនផលបូក ଶ
ହ
ݕ ൅ ௭

ଶ
 ;  ខ) កនងុចំេនមរសឺជចំននួគត់ធមមជតទំិងអស់របស់្របពន័ធ ចូរកនំត់

រសឺែដលមនតៃំល ࢞ ធបំំផុត។ 

 

141*. (អន្តរជតិ ១៩៦១)  

េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

ቐ
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ ܽ
ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ ܾଶ

ݕݔ ൌ ଶݖ
 

ែដល ࢇ នងិ ࢈ ជចំននួពតិែដលេគេǕយ។ ចូរកនំត់លកខខណ្ឌ េលើ ࢇ នងិ ࢈ េដើមបីេǕយ

ចំេលើយវជិជមននងិមនតៃំលខុសគន ។ 

142*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៣) 

េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 
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ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ହݔ ൅ ଶݔ ൌ ଵݔݕ
ଵݔ ൅ ଷݔ ൌ ଶݔݕ
ଶݔ ൅ ସݔ ൌ ଷݔݕ
ଷݔ ൅ ହݔ ൌ ସݔݕ
ସݔ ൅ ଵݔ ൌ ହݔݕ

 

ែដលប៉Ǎែ៉ម៉្រត ࢟ ជចំននួពតិ។ 

143*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៥)  

េគេǕយ្របពន័ធសមីករ 

൝
ܽଵଵݔଵ ൅ ܽଵଶݔଶ ൅ ܽଵଷݔଷ ൌ 0
ܽଶଵݔଵ ൅ ܽଶଶݔଶ ൅ ܽଶଷݔଷ ൌ 0
ܽଷଵݔଵ ൅ ܽଷଶݔଶ ൅ ܽଷଷݔଷ ൌ 0

 

ែដលមនេមគុណេផទȣងផទ ត់លកខខណ្ឌ ខងេ្រកម 

ក) ܽଵଵ, ܽଶଶ, ܽଷଷ ជចំននួពតិវជិជមន 

ខ) េមគុណេផƞងេទៀតអវជិជមនទំងអស់ 

គ) សមីករនមួិយៗមនផលបូកេមគុណវជិជមន។ 

ចូរបង្ហ ញថ ݔଵ ൌ ଶݔ ൌ ଷݔ ൌ 0 ជចំេលើយែតមួយគត់របស់្របពន័ធ។ 

144*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៥)  

ចូរកនំត់ចំននួពតិ ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ  ସ ែដលݔ

൞

ଵݔ ൅ ସݔଷݔଶݔ ൌ 2
ଶݔ ൅ ସݔଷݔଵݔ ൌ 2
ଷݔ ൅ ସݔଶݔଵݔ ൌ 2
ସݔ ൅ ଷݔଶݔଵݔ ൌ 2

   

 

145*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៦)  

េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

ە
۔

ۓ
|ܽଵ െ ܽଶ|ݔଶ ൅ |ܽଵ െ ܽଷ|ݔଷ ൅ |ܽଵ െ ܽସ|ݔସ ൌ 1
|ܽଶ െ ܽଵ|ݔଵ ൅ |ܽଶ െ ܽଷ|ݔଷ ൅ |ܽଶ െ ܽସ|ݔସ ൌ 1
|ܽଷ െ ܽଵ|ݔଵ ൅ |ܽଷ െ ܽଶ|ݔଷ ൅ |ܽଷ െ ܽସ|ݔସ ൌ 1
|ܽସ െ ܽଵ|ݔଵ ൅ |ܽସ െ ܽଶ|ݔଷ ൅ |ܽସ െ ܽଷ|ݔଷ ൌ 1

  

ែដល ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ នងិ ܽସ ជចំននួពតិខសុគន ពរីៗ។ 

 146*.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

ቐ
ଶݔ ൅ ݔ െ 1 ൌ ݕ
ଶݕ ൅ ݕ െ 1 ൌ ݖ
ଶݖ ൅ ݖ െ 1 ൌ ݔ

 

147.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧) 

េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 
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൜
ݔ| ൅ |ݕ ൅ |1 െ |ݔ ൌ 6
ݔ| ൅ ݕ ൅ 1| ൅ |1 െ |ݕ ൌ 4 

148*.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

൞

ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ൅ڮ ௡ݔ ൌ ܽ
ଵଶݔ ൅ ଶଶݔ ൅ ൅ڮ ௡ଶݔ ൌ ܽଶ
……
ଵ௡ݔ ൅ ଶ௡ݔ ൅ ൅ڮ ௡௡ݔ ൌ ܽ௡

  

149.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

េតើកនងុករណីǁ ែដល្របពន័ធ 

൝
ݔ ൅ ݕ ൅݉ݖ ൌ ܽ
ݔ ൅݉ݕ ൅ ݖ ൌ ܾ
ݔ݉ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ ܿ

 

មនចំេលើយ? ចូរកនំត់លកខខណ្ឌ ែដលចំេលើយែតមួយគត់របស់្របពន័ធខងេលើ ជស្វុីតនព្វន្ត។ 

150*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៧)  

េគេǕយស្វុីត ሺ࢔ࢉሻ : 
ܿଵ ൌ ܽଵ ൅ ܽଶ ൅ ൅ڮ ଼ܽ 
ܿଶ ൌ ܽଵଶ ൅ ܽଶଶ ൅ ൅ڮ ଼ܽଶ 
…                          …… 

ܿ௡ ൌ ܽଵ௡ ൅ ܽଶ௡ ൅ڮ൅ ଼ܽ௡ 
…                          …… 

ែដល ܽଵ, ܽଶ, … , ଼ܽ ជចំននួពតិ ែដលមិនសូនយទំងអស់គន ។ េƽយដងឹថ កនងុចំេនម ሺܿ௡ሻ មនចំននួ

ែដលេសមើសូនយេ្រចើនǍប់មិនអស់ ចូរកនំត់តៃំលរបស់ ݊ េដើមបីេǕយ ܿ௡ ൌ 0 ។ 

151*. េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

൞

ଶݔ ൌ ݔ2 െ ݕ
ଶݕ ൌ ݕ2 െ ݖ
ଶݖ ൌ ݖ2 െ ݐ
ଶݐ ൌ ݐ2 െ ݔ

 

152*. េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ଵଶݔۓ ൅ ଵݔܽ ൅ ൬

ܽ െ 1
2 ൰

ଶ

ൌ ଶݔ

ଶଶݔ ൅ ଶݔܽ ൅ ൬
ܽ െ 1
2 ൰

ଶ

ൌ ଷݔ
……………………

ଵ଴଴଴ଶݔ ൅ ଵ଴଴଴ݔܽ ൅ ൬
ܽ െ 1
2 ൰

ଶ

ൌ ଵݔ

 

 

ែដល ܽ ជចំនួនពតិ។ 

153*. េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 
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൞

ଵݔ2 െ ଶݔ5 ൅ ଷݔ3 ൌ 0
ଶݔ2 െ ଷݔ5 ൅ ସݔ3 ൌ 0

……………
௡ݔ2 െ ଵݔ5 ൅ ଶݔ3 ൌ 0

 

ែដល ݊ ជចំននួគត់ ൒ 3 ។ 

154*. ǂង ሺݔ, ,ݕ  ሻ ជចំេលើយរបស់្របពន័ធសមីករݖ

ቐ
ݔ ൌ ሺ4ݕ െ ሻݕ
ݕ ൌ ሺ4ݖ െ ሻݖ
ݖ ൌ ሺ4ݔ െ ሻݔ

 

ចូរកនំត់តៃំលរបស់ផលបូក ܵ ൌ ݔ ൅ ݕ ൅  ។ ݖ

155.  (កǁƽ ១៩៧០) 

េƽះ្រǒយសមីករ 

൝
ݔ ൅ ݖݕ ൌ 2
ݕ  ൅ ݔݖ ൌ 2
ݖ  ൅ ݕݔ ൌ 2

 

156.  (អន្តរជតិ ១៩៦៨) 

េគេǕយ្របពន័ធសមីករ 

ቐ
ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ൌ ݕ
ଶݕܽ ൅ ݕܾ ൅ ܿ ൌ ݖ
ଷݖܽ ൅ ݖܾ ൅ ܿ ൌ ݔ

 

ែដលកនងុេនះ ܽ ് 0 ។ ǂង Δ ൌ ሺܾ െ 1ሻଶ െ 4ܽܿ ។ ចូរបង្ហ ញថេបើ Δ ൏ 0 េនះ្របពន័ធសមីករគម ន

រសឺ។ 
157. ចូរកនំត់ ܽ א Թ េដើមបីេǕយ្របពន័ធ 

ቐݔ
ଷ െ ଷݕܽ ൌ

1
2
ሺܽ ൅ 1ሻଶ

ଷݔ ൅ ݕଶݔܽ ൅ ଶݕݔ ൌ 1
 

មនរសឺេផទȣងផទ ត់ ݔ ൅ ݕ ൌ 0 

158. េƽះ្រǒយសមីករ 

ە
۔

ۓ
ሺ2 െ ݔሻሺ3ݔ െ ሻݖ2 ൌ 3 െ ሺ1ሻ      ݖ
ଷݕ ൅ ଶݕ3 ൌ ଶݔ െ ݔ3 ൅ 2         ሺ2ሻ
ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ ሺ3ሻ                              ݖ6
ݖ ൑ 3     ሺ4ሻ

 

159. េគេǕយ ܽ, ܾ, ܿ ൐ 0 ។េƽះ្រǒយសមីករ 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ܽ
ݔ െ

ܾ
ݖ ൌ ܿ െ ݔݖ

ܾ
ݕ െ

ܿ
ݔ ൌ ܽ െ ݕݔ

ܿ
ݖ െ

ܽ
ݕ ൌ ܾ െ ݖݕ
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160. េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

ቐ
ݔ2 ൅ ݕଶݔ ൌ ݕ
ݕ2 ൅ ݖଶݕ ൌ ݖ
ݖ2 ൅ ݔଶݖ ൌ ݔ

 

V. វសិមភព 

ចូរបង្ហ ញថ 

161.  
1

10√2
൏
1
2
3
4
5
6…

99
100 ൏

1
10 

162.  
2ଵ଴଴

10√2
൏ ቀ10050 ቁ ൏

2ଵ଴଴

10  

163.  
1
2 .
3
4 .
5
6…

2݊ െ 1
2݊ ൑

1
√3݊ ൅ 1

, ݊ א Գ 

164. 1
2
3
4
5
6…

99
100 ൏

1
12 

165. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិ݊ ൐ 1 វសិមភពខងេ្រកមពតិ 
1

݊ ൅ 1 ൅
1

݊ ൅ 2 ൅ڮ൅
1

݊ ൅ ݊ ൐
13
24 

166. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិ݊ វសិមភពខងេ្រកមពតិ 

2 ൏ ൬1 ൅
1
݊൰

௡

൏ 3 

167. េតើមួយǁធជំង  ሺ1,000001ሻଵ.଴଴଴.଴଴଴ រ ឺ2 ?។ 

168. េតើមួយǁធជំង  1 000ଵ ଴଴଴ រ ឺ1001ଽଽଽ ?។ 

169. (កǁƽ ១៩៦៩) 

េតើមួយǁធជំង  √ܿ ൅ 1 െ √ܿ រ ឺ√ܿ െ √ܿ െ 1 ចំេពះ ܿ ൒ 1?។ 

170. ផលគុណៃនចំននួពតិវជិជមនចំននួ݊ មនតៃំលេសមើមួយ។ ចូរបង្ហ ញថផលបូករបស់Ǐ មិនមន

តៃំលតចូជង ݊ េទ។ 

171. សនមតថ ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ … ,  ௡ ሺ݊ݔ א Գሻជចំននួពតិមនសញញ ដចូគន  មនតៃំលធជំង െ1 ។ ចូរ

បង្ហ ញថ ሺ1 ൅ ଵሻሺ1ݔ ൅ …ଶሻݔ ሺ1 ൅ ௡ሻݔ ൒ 1 ൅ ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅  ௡ ។ݔ

172. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិ݊ ൐ 6 វសិមភពខងេ្រកមពតិ 

ቀ
݊
2ቁ

௡
൐ ݊! ൐ ቀ

݊
3ቁ

௡
 

173. េគេǕយ ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔܽ ൅ ݔ1998 ൅ ܿ ែដល ܽ; ܿ א Ժ; |ܽ| ൏ 2000; |ܿ| ൏ 2000 េហើយ ݂ 

មនរសឺពរីេផƞងគន គ ឺݔଵ; ଶ ។ ចូរបង្ហݔ ញថ |ݔଵ െ |ଶݔ ൒
ଵ
ଽଽ଼

 ។ 

174. េគេǕយចំននួពតិវជិជមន ܽ, ܾ, ,ݔ េផទȣងផទ ݕ ត់  
ܽ ൅ ܾ ൌ 1; ݔܽ ൅ ݕܾ ൌ 2; ଶݔܽ ൅ ଶݕܾ ൌ 3 

ចូរបង្ហ ញថ 4 ൏ ଷݔܽ ൅ ଷݕܾ ൏ 4,5 
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175. គណនតៃំលតចូបំផុតៃន 

ܵ ൌ |ݔ| ൅ ฬ
ݔ2 െ 1
ݔ ൅ 3 ฬ 

176. ចូរកនំត់ ܽ, ܾ, ܿ េដើមបីេǕយ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ េផទȣងផទ ត់ |݂ሺݔሻ| ൑ 1 ចំេពះ្រគប់ 

ݔ  א ሾെ1; 1ሿ នងិែដល ܭ ൌ ଼
ଷ
ܽଶ ൅ 2ܾଶ មនតៃំលធបំំផុត។ 

177. េគេǕយចំននួពតិមិនអវជិជមន ܽଵ; ܽଶ; ܽଷ; ܽସ; ܽହ ែដលܽଵ ൅ ܽଶ ൅ ܽଷ ൅ ܽସ ൅ ܽହ ൌ 1 ។ ចូរ

បង្ហ ញថ 

min
௜ஷ௝

൫ܽ௜ െ ௝ܽ൯
ଶ ൑

1
100

;     min
௜ஷ௝

หܽ௜ଶ െ ௝ܽ
ଶห ൑

1
36

 

178. ǂង ܽ, ܾ, ܿ  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 
ܽ

ܾ ൅ ܿ ൅
ܾ

ܿ ൅ ܽ ൅
ܿ

ܽ ൅ ܾ ൏ 2 

  

ចំន ំ
េបើជបួលក ខខណ្ឌ  , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជងុ្រតេីកណ ចរូǂង 

, ,a x y b y z c z x= + = + = +  

 

179. េគេǕយ ܽ, ܾ, ܿ  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( ) ( ) ( )2
3 4ab bc ca a b c ab bc ca+ + ≤ + + < + +  

180. ǂង ܽ, ܾ, ܿ ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 
ሺ2ܽଶ ൅ 2ܾଶ െ ܿଶሻሺ2ܾଶ ൅ 2ܿଶ െ ܽଶሻሺ2ܿଶ ൅ 2ܽଶ െ ܾଶሻ ൑ ሺ2ܽଶ ൅ ܾܿሻሺ2ܾଶ ൅ ܿܽሻሺ2ܿଶ ൅ ܾܽሻ 
181. េƽយដងឹថ ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ൒ ݔ׊;0 א Թ; ܽ ൏ ܾ ។ ចូរកនំត់ minܨ ែដល 

ܨ ൌ
ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ
ܾ െ ܽ

 

182. (អន្តរជតិ  ១៩៦១) 

ǂង ܽ, ܾ នងិ ܿ ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ ែដលមន្រកǎៃផទ ܵ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൒ 4ܵ√3 
េតើេពលǁេយើងមនសមភព?។ 

183.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

ចូរបង្ហ ញថ ្រគប់គូវុចិទរ័ ݂ នងិ ݃ សថតិកនងុប្លង់ វសិមភព 
݂ܽଶ ൅ ܾ݂݃ ൅ ܿ݃ଶ ൒ 0 

ពតិ េបើនងិមនែតេបើ លកខខណ្ឌ ដចូតេទេនះ្រតវូបនេផទȣងផទ ត់៖ ܽ ൒ 0; ܿ ൒ 0; 4ܽܿ ൒ ܾଶ។ 

184. េគេǕយចំននួគត់ 2n ≥  នងិ ចំននួពតិ 1 2, , ... na a a  ែដល 
1

0
n

i
i

a
=

=∑  ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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  12

n

i j i
i j i

n
a a a

< =
− ≥∑ ∑

 
185. (អន្តរជតិ ២០០០)  

េគេǕយ , , 0a b c >  ែដល 1abc = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 1 1
1 1 1 1a b c
b c a

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜− + − + − + ≤⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠  
186. (្រទឹស្តីបទ)  

ចូរបង្ហ ញថ 

ក) ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ ,a b  េគមន 2 2 2a b ab+ ≥  នងិ ( )24ab a b≤ +  Ǐេសមើគន  

េបើ a b= នងិ ្រចសមកវញិ។ 

ខ) ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ 0,x >  េគមន 1
2x

x
+ ≥ ។ Ǐេសមើគន  េបើ 1x =  នងិ

្រចសមកវញិ។ 

187.  (កǁƽ ១៩៧១) 

ǂង ݔ នងិ ݕ ជចំននួពតិវជិជមន ែដល ݔ ൅ ݕ ൌ 1 ។ ចូរបង្ហ ញថ 

൬1 ൅
1
൰ݔ ൬1 ൅

1
൰ݕ ൒ 9 

188. េគេǕយ២ចំននួពតិ ,a b  មិនសូនយ។ ចូរកនំត់តៃំលតចូបំផុតៃន 

  

6 4 2 6 4 2

6 4 2 6 4 2

a a a b b b

b b b a a a
+ + + + +

  
189. (រុសƞុ ី១៩៩៥)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ , 0x y >  

  
4 2 2 4

1x y

xyx y x y
+ ≤

+ +  
190. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ ,x y  េគមន 

  
2 2 2 21 1 1x y x y y x+ + > + + +  

191. េគេǕយ , , 0x y z > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

2 2 2

2 2 2

x y z x y z

y z xy z x
+ + ≥ + +

 
192. ចូរបង្ហ ញថ េបើ , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុងរបស់្រតេីកណមួយ េនះេគមន 

 ( )( )( ) ( )( )( )8a b b c c a a b c b c a c a b+ + + ≥ + − + − + −  
193. េគេǕយចំននួពតិវជិជមន , ,x y z ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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2 2 2 2 2 2
0

x z y x z y

y z z x x y

− − −
+ + ≥

+ + +  
ចូរកនំត់ករណីសមភព។ 

194.  (Ǖសុីប៉សុីភិច ១៩៩៦)  

េគេǕយ , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 a b c b c a c a b a b c+ − + + − + + − ≤ + +  
195.  (Ǖេមរចិ ១៩៩៧)  

េគេǕយ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1

abca b abc b c abc c a abc
+ + ≤

+ + + + + +  
196. (អន្តរជតិសតលីស ១៩៩៦) 

េគេǕយ , , 0a b c >  ែដល 1abc = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
5 5 5 5 5 5

1
ab bc ca

a b ab b c bc c a ca
+ + ≤

+ + + + + +  
197. (វសិមភពកសុូីǒ្វ ត)  

ចូរបង្ហ ញថ ្រគប់ចំននួពតិ 1 2 1, , ..., , , ...,n na a a b b  េគមន 

  ( )( ) ( )22 2 2 2
1 1 1 1... ... ...n n n na a b b a b a b+ + + + ≥ + +

 
អងគទំង២េសមើគន  េបើ វុចិទរ័ ( )1, ..., na a  នងិ ( )1,..., nb b  កូលីេនែអ៊រនងឹគន  ។ 

 

 

សំគល់ 
ក នងុគណិតវទិយ វសិមភពកសូុ−ីǒ្វ ត អនកខ ្លះេȄថវសិមភពǒ្វ ត វសិមភពកសូុ ីរកឺ ៏វសិមភពកសូុ−ីប៊នុយ
កវូសគ−ីǒ្វ ត (គេឺȄǂមេឈម ះ អគូǒុ្ត ំង ល្វសីកសូុ(ីAugustin Louis Cauchy), វចិទរ័ យ៉កេូលវចិ ប៊នុយ
កវូសគ ី(Viktor Yakovlevich Bunyakovsky, គណិតវទិរូសុƞុី,១៨០៤−១៨៨៩)នងិ ែហ៊រម៉ន Ǖម៉នឌសុ 
ǒ្វ ត(Hermann Amandus Schwarz, គណិតវទិǕូល្លមឺង់៉,១៨៤៣−១៩២១))។ 
 
 

198. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 1 2, , ..., 0nx x x >  េគមន 

  
( ) 2
1 2

1 2

1 1 1
... ...n

n

x x x n
x x x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ + + + + + ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠  
199. (Ǖេមរចិ ១៩៧៨)  
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េគេǕយចំននួពតិ , , , ,a b c d e  ែដល 

  8a b c d e+ + + + =  នងិ 

  
2 2 2 2 2 16a b c d e+ + + + =  

ចូរកនំត់តៃំលធបំំផុតរបស់ e ។ 

200. (អ្ូរǒ្ត លី ១៩៩៣)  

េគេǕយចំននួគត់ 1n > , ចំននួពតិ 1 2, ,... 0na a a >  នងិ 

   1 2 ... ns a a a= + + +  
ចូរបង្ហ ញថ  

  

2

1 1

n

ii

s n

s a n=
≥

− −∑
 

  
( )

1

1
n

i

ii

s a
n n

a=

−
≥ −∑

 

( )1 1

n
i

ii

a n

s a n=
≥

− −∑
 

201. (ចិន ១៩៨៧ ១៩៨៨) 

ក) េគេǕយ 1 2 3, , 0a a a >  ែដល ( ) ( )22 2 2 4 4 4
1 2 3 1 2 32a a a a a a+ + > + + ។ 

ចូរបង្ហ ញថ 1 2 3, ,a a a  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ 

ខ) េគេǕយចំននួគត់ 3n ≥  នងិ 1 2, ,... 0na a a >  ែដល 

  ( ) ( )( )22 2 2 4 4 4
1 2 1 2... 1 ...n na a a n a a a+ + + > − + + +

 
ចូរបង្ហ ញថ ្រគប់ , ,i j k  ខសុគន ពរីៗ ចំននួ , ,i j ka a a  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ 

202. េគេǕយ 1 2, ,... 0na a a > ។ ǂង 1
1

n

i
i

S a
=

= ∑  នងិ 2
2

1

n

i
i

S a
=

= ∑ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

2
2

1
11

n
k

kk

S a
S

S a=

−
≥

−∑
 

203. (សឹង្ហបរូ ី២០០០)  

េគេǕយ , , , 0a b c d >  ែដល ( )32 2 2 2a b c d+ = + ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

3 3
1

c d

a b
+ ≥

 

204.  េគេǕយ , , 1x y z >  ែដល 1 1 1
2

x y z
+ + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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  1 1 1x y z x y z+ + ≥ − + − + −  
205. (ឥǁ្ឌ  ២០០១)  

េគេǕយ , , 0x y z >  ែដល xyz xy yz zx≥ + + ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( )3xyz x y z≥ + +  
206. េគេǕយ , , 0a b c >  ែដល a b c abc+ + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )max , , 3a b c ≥  
 

ចំន ំ
េបើជួបលកខខណ្ឌ  , , 0a b c >  នងិ a b c abc+ + =  ចូរǂង 

tan , tan , tana x b y c z= = =  

ដេូចនះ , ,x y zǕចចត់ទុកជមំុកនងុរបស់្រតេីកណ្រសចួបន មននយ័ថ , , 0,
2

x y z
π⎡ ⎞⎟⎢∈ ⎟⎟⎟⎢ ⎠⎣

 នងិ 

x y z π+ + = ។ 

 

207. (អន្តរជតិ ១៩៩៩)  

េគេǕយចំននួគត់ 2n ≥  ។ 

ក) ចូរកនំត់ចំននួេថរ C  តចូបំផុត ែដល ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ 1 2, , , 0nx x x ≥"  េគមន 

  
( )

4

2 2

1 1

n

i j i j i
i j n i

x x x x C x
≤ < ≤ =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ ≤ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 
ខ) ចំេពះចំននួេថរ C  េនះ ចូរកនំត់ករណីសមភព។ 

208. េគេǕយចំននួពតិ ݔ, ,ݕ ,ݖ  ែដល ݐ

൜
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 0
ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൅ ଶݐ ൌ 1 

ចូរគណនតៃំលធបំំផុតនងិតូចបំផុតៃន ܲ ൌ ݕݔ ൅ ݖݕ ൅ ݐݖ ൅  ។ ݔݐ

209. (វសិមភពតំេរៀប)  

េគេǕយ 1 2 ... na a a≤ ≤ ≤  នងិ 1 2 ... nb b b≤ ≤ ≤  ជស្វុីតៃនចំននួពតិ េកើនពរី។   

ដេូចនះ កនុងចំេនមចំǎស់ σ  ៃន { }1,2,...,n  ផលបូក ( )
1

n

i i
i

S a bσ σ
=

= ∑  មនតៃំលធបំំផុត 

េពល ( )i iσ =  នងិ តចូបំផុតេពល ( )i n iσ = −  ចំេពះ្រគប់ i  ។ 

មននយ័ថ Sσ  មនតៃំលធបំំផុតេពល ស្វុីតទំង២េរៀបǂមលំƽប់ដចូគន  េហើយ តចូបំផុតេបើ

េរៀបǂមលំƽប់ផទុយគន ។ 
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210.  (អន្តរជតិ ១៩៧៥)  

េគេǕយចំននួពតិ 1 2 ... nx x x≥ ≥ ≥  នងិ 1 2 ... ny y y≥ ≥ ≥  ។ ǂង ( )1 2, , ..., nz z z  

ជចំǎស់ៃន ( )1 2, , ..., ny y y  ។ ចូរបង្ហ ញថ ( ) ( )2 2

1 1

n n

i i i i
i i

x y x z
= =

− ≤ −∑ ∑  

211. ចូរគណន តៃំលតចូបំផុតរបស់ ( )
3 3sin cos

cos sin

x x
f x

x x
= +  ចំេពះ 0,

2
x

π⎛ ⎞⎟⎜∈ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 ។ 

212. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ , , 0a b c ≥  េគមន 

  
3 3 3 2 2 2 3a b c a b b c c a abc+ + ≥ + + ≥  

213. (អន្តរជតិ ១៩៧៨)  

េគេǕយ ( )k ka
∈`

 ជស្វុីតៃនចំននួគត់ធមមជត ិមិនសូនយ េហើយមនតួខុសគន ២ៗ។ 

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 1n ≥  េគមន 

   
2

1 1

1
n n

k

k k

a

kk= =
≥∑ ∑

 
214. (ចិន ១៩៨៤/១៩៨៥)  

េគេǕយ 1 2, ,..., 0na a a >  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

2 2 2 2
1 2 1

1 2
2 3 1

... ...n n
n

n

a a a a
a a a

a a a a
−+ + + + ≥ + + +

 
215. េគេǕយចំននួមិនអវជិជមន ݌, ,ݍ ,ݔ ,ݕ ។ ចូរបង្ហ ݖ ញថ 

ଶ଴଴଴ݔ

ݕ݌ ൅ ݖݍ ൅
ଶ଴଴଴ݕ

ݖ݌ ൅ ݔݍ ൅
ଶ଴଴଴ݖ

ݔ݌ ൅ ݕݍ ൒
ଵଽଽଽݔ ൅ ଵଽଽଽݕ ൅ ଵଽଽଽݖ

݌ ൅ ݍ  

216. (វសិមភព Chebyshev)  

ចំេពះ្រគប់ស្វុីតេកើនៃនចំនួនពតិពរី ǂងេƽយ 1 2 ... na a a≤ ≤ ≤  នងិ 

1 2 ... nb b b≤ ≤ ≤  េគមន 

  
1 2 1 2 1 1 2 2... ... ...

.n n n na a a b b b a b a b a b

n n n

+ + + + + + + + +
≤

 
ផទុយេទវញិ េបើ ܾଵ ൒ ܾଶ ൒ ڮ ൒ ܾ௡ េនះ 

  
1 2 1 2 1 1 2 2... ... ...

.n n n na a a b b b a b a b a b

n n n

+ + + + + + + + +
≥

 



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | V. វសិមភព 19 

 

 
Pafnuty Lvovich Chebyshev 

គណិតវទូិរសុƞុី,១៨២១−១៨៩៤ 

 

217. (វសិមភពែនសប៊ីត)  

េគេǕយ , ,a b c  ជចំននួពតិវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

3

2

a b c

b c c a a b
+ + ≥

+ + +  
218. េគេǕយ , , , 0a b c d ≥  ែដល 1ab bc cd da+ + + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ  

  

3 3 3 3 1

3

a b c d

b c d c d a d a b a b c
+ + + ≥

+ + + + + + + +  
219. េគេǕយ , , 0a b c >  នងិ *n ∈ ` ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 1 1

2

n n n n n na b c a b c

b c c a a b

− − −+ +
+ + ≥

+ + +  
220. េគេǕយ , , 0x y z >  ែដល 1xyz =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 4

x y z

y z z x x y
+ + ≥

+ + + + + +  
221. (វសិមភពមធយមនព្វន្ត-ធរណីម្រត រ ឺវសិមភពកសុូី)  

ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន 1 2, , , na a a…  រសូឺនយ េគមន 

  
1 2

1 2
nn

n
a a a

a a a
n

+ + +
≤

…
…

 
េƽយសមភពេកើតមន ទល់ែត នងិមនែត ܽଵ ൌ ܽଶ ൌ ڮ ൌ ܽ௡ ែតបុ៉េǁ្ណ ះ។ 

222. (អន្តរជតិ  ១៩៦៤)  

ǂង ܽ, ܾ, ܿ ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 
ܽଶሺܾ ൅ ܿ െ ܽሻ ൅ ܾଶሺܿ ൅ ܽ െ ܾሻ ൅ ܿଶሺܽ ൅ ܾ െ ܿሻ ൑ 3ܾܽܿ 

223.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  
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ចូរបង្ហ ញថ 
1
3 ݊

ଶ ൅
1
2݊ ൅

1
6 ൒

ሺ݊!ሻ
ଶ
௡  

(݊ ជចំននួគត់វជិជមន) េហើយបង្ហ ញថសមភពǕចែតកនងុករណី ݊ ൌ 1 មួយែតបុ៉េǁ្ណ ះ។ 

224.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន វសិមភពខងេ្រកមពតិ 
1
ܽ ൅

1
ܾ ൅

1
ܿ ൑

଼ܽ ൅ ଼ܾ ൅ ଼ܿ

ܽଷܾଷܿଷ  

225.  (អន្តរជតិ ឡងលីស ១៩៦៧)  

ចូរ្រǒយបញជ ក់វសិមភព 
ଶݔଵݔ ଵ௡ିଵݔ௞ሺݔ… ൅ ଶ௡ିଵݔ ൅ ൅ڮ ௞௡ିଵሻݔ ൑ ଵ௡ା௞ିଵݔ ൅ ଶ௡ା௞ିଵݔ ൅ڮ൅  ௞௡ା௞ିଵݔ

ែដល ݔ௜ ൐ 0 ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݇ሻ, ݇ א Գ, ݊ א Գ ។ 

226. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 1 2, , .., 0nx x x >  េគមន 

  
( ) 2
1 2

1 2

1 1 1
... ...n

n

x x x n
x x x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ + + + + + ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠  
227. (រុសƞុ ី២០០០)  

េគេǕយ , , *x y z ∈ +\  ែដល 1xyz = ។ ចូរបង្ហ ញថ  

  ( )2 2 2 2x y z x y z xy yz zx+ + + + + ≥ + +  
228. (សេូវៀត ១៩៦២)  

េគេǕយ , , , 0a b c d >  ែដល 1abcd =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
2 2 2 2 10a b c d ab ac ad bc bd cd+ + + + + + + + + ≥   

229. េគេǕយ , , 0a b c ≥ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( )3 3 3 3 24a b c a b c abc+ + ≥ + + +  
230. េគេǕយ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )( )( )abc a b c b c a c a b≥ + − + − + −  

231. េគេǕយ 1 2, , ..., *na a a ∈ +\  ែដល 
1

1
n

k
k

a
=

=∑  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
( )

( )
2

1

1
1

nn

k k n
k

n
a a

n=

−
− ≤∏

 
232. (អ្ូរទីស ២០០០)  

េគេǕយចំននួពតិ ,a b  ែដល 0a ≠  ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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2 2
2

1
3

b
a b

aa
+ + + ≥

 

233. ចំេពះ *n ∈ `  ǂង 1
1

n

nU n

⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 នងិ 

1
1

1
n

nV n

+⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
។ ចូរបង្ហ ញថ ស្វុីត 

( )nU  ជស្វុីតេកើន េហើយស្វុីត ( )nV  ជស្វុីតចុះ។ 

234. (សេូវៀត ១៩៦៩)  

េគេǕយចំននួគត់ 3n ≥  នងិ 1 2, , ..., *na a a ∈ +\  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 2 1

2 3 3 4 1 1 2

...
4

n n

n

a a a a n

a a a a a a a a
−+ + + + >

+ + + +  
235. (ចិន ១៩៨៩/១៩៩០)  

េគេǕយ 1 2, ,..., 0na a a >  ែដល 1 2... 1na a a =  ។ ចូរបង្ហ ញថ  

 ( )
1

2 3
n

n
i

i

a
=

+ ≥∏  

236. ǂង a  នងិ b  ជចំននួពតិវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
2 2

1 1 2
11 1 aba b

+ ≥
++ +  

 េបើ (ក) 0 ൏ ܽ, ܾ ൑ 1 រកឺ ៏(ខ) 3ab ≥ ។ 

237. េគេǕយ 1 2 1, , , 0nx x x + >"  ែដល 
1

1

1
1

1

n

ii x

+

=
=

+∑ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1
1

1

n
n

i
i

x n
+

+

=
≥∏

 
238. េគេǕយចំននួគត់ 1n > , 1 2, , ..., *nx x x ∈ +\  នងិ 1 2, , ..., na a a ∈ +\  ។ ǂង 

1

n

k
k

s x
=

= ∑  ។ ចូរកនំត់ចំននួេថរធបំំផុត ( )C n  ែដល 
( )

( )

1

11

n n n
k k

k
k kk

a s x
C n a

x ==

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜≥ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏  ។ 

239. េតើេគ្រតវូែចកបូ៊លចំននួ n  េទកនងុ ្របអប់ចំនួនk យ៉ងេម៉ច េដើមបីេǕយ ផលបូកៃនចំននួ

បនƞំបូ៊លពរីៗកនុង្របអប់នមួិយៗ បូកចូលគន នងឹ្របអប់ទំងអស់េផƞងេទៀត មនចំននួតចិ

បំផុត?។ 

240. េគេǕយ , , 0x y z >  ែដល 1x y z+ + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

1 1 1
1 1 1 64
x y z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠  
241. (រម៉ូនី ១៩៩៧) 

េគេǕយ ចំននួគត់ 2n ≥  នងិ 1 2, , ..., 0nx x x >  ែដល 1 2... 1nx x x =  ។  
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ចូរគណនតៃំលតចូបំផុតរបស់  

  

9 9

6 3 3 6
1

i j

i j n i i i j

x x

x x x x≤ < ≤

+

+ +
∑

 
242. េគេǕយ , , , 0a b c d ≥  ែដល 1a b c d+ + + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

   

1 176

27 27
abc bcd cda dab abcd+ + + ≤ +

 
243. េគេǕយពហុធដេឺ្រកទ ី 1n ≥  មនេមគុណវជិជមន នងិ 1 2, , .., *nx x x ∈ +\ ។ 

ចូរបង្ហ ញថ 

  
( )

2 2
22 3 1

1 2

... 1
n

n

x x x
P P P n P
x x x

⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎟ ⎟ ⎟+ + + ≥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
244. េគេǕយ 1 2, , ..., *na a a ∈ +\  ែដល 1 2 ... 1na a a+ + + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 
( )2

3
1 2 1

1 1 1
1

...

n

n
n kk

n n
a a a an −

=
≥ − + ∑

 
245. េគេǕយ៤ចំនចុ , , ,A B C D  សថិតេនេលើែស្វ៊រមួយ មនករំង្វ ស់ ១ ែដល  

 

9

3

2
. . . . .

3
AB AC AD BC BDCD =

 
ចូរបង្ហ ញថ ចតមុុខ ABCD  ជចតមុុខនយ័ិត។ 

246. េគេǕយ 1 2, , ..., *na a a ∈ +\  ែដល 1 2 ... 1na a a+ + + <  ។ ចូរបង្ហ ញថ  

 

( )
( )( )( ) ( )

1 2 1 2
1

1 2 1 2

.... 1 ... 1

... 1 1 ... 1
n n

n
n n

a a a a a a

a a a a a a n +

− − − −
≤

+ + + − − −  
247. (Ǖេមរចិសតលីស ២០០២)  

ចូរគណនតៃំលធបំំផុតរបស់ 

  ( )( ) ( )( )1 1 2 21 1 1 1S x y x y= − − + − −  

 េបើ 
2 2 2 2 2
1 2 1 2x x y y c+ = + = ។ 

248. (អន្តរជតិ ១៩៩៥) 

ǂង , ,a b c  ជចំននួវជិជមន ែដល 1abc = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( ) ( ) ( )3 3 3

1 1 1 3

2a b c b c a c a b
+ + ≥

+ + +  
249. (អន្តរជតិ ២០០១) 

ǂង , ,a b c  ជចំននួពតិវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

2 2 2
1

8 8 8

a b c

a bc b ca c ab
+ + ≥

+ + +  
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250. ǂង , ,a b c  ជចំននួពតិ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
( ) ( )( )( )2 2 2 21 1 1 1ab bc ca a b c+ + − ≤ + + +

 
251. (អន្តរជតិ ១៩៨៤) 

ǂង , ,x y z  ជចំននួពតិមិនអវជិជមន ែដល 1x y z+ + = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

7
0 2

27
xy yz zx xyz≤ + + − ≤

 
252. េគេǕយចំននួពតិវជិជមន ݔ, ,ݕ ។ ចូរបង្ហ ݖ ញថ  

൬1 ൅
ݔ
൰ݕ ቀ1 ൅

ݕ
ቁݖ ቀ1 ൅

ݖ
ቁݔ ൒ 2ቆ1 ൅

ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ
ඥݖݕݔଷ ቇ 

253. េគេǕយចំននួពតិបួនេផƞងគន  ܽ, ܾ, ܿ, ݀ ែដល 
ܽ
ܾ ൅

ܾ
ܿ ൅

ܿ
݀ ൅

݀
ܽ ൌ 4;    ܽܿ ൌ ܾ݀ 

ចូរគណនតៃំលធបំំផុតៃន 
ܽ
ܿ ൅

ܾ
݀ ൅

ܿ
ܽ ൅

݀
ܾ 

254. េគេǕយ ܽ, ܾ, ܿ ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយមនបរមិ្រត េសមើ 2 ។ ចូរបង្ហ ញថ 
52
27 ൑ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൅ 2ܾܽܿ ൏ 2 

255. ក) ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន ,p q  ែដល 1p q+ =  េគមន 
p qpa qb a b+ ≥  ចំេពះ្រគប់ , 0a b > ។ 

ខ) ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន ݌, ݌ ែដល ݍ ൅ ݍ ൌ 1 េគមន ݔ݌ ൅ ݕݍ ൒

,ݔ ௤ ចំេពះ្រគប់ݕ௣ݔ ݕ ൐ 0។ 

គ)  (វសិមភពមធយមនពន្ត-ធរណីម្រតមនេមគុណ)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ 1 2, , , 0nα α α >"  ែដល 1 2 1nα α α+ + + ="  

េគមន  

1 2
1 1 2 2 1 2

n
n n nx x x x x x

α α αα α α+ + + ≥" "  
ចំេពះ្រគប់ 1 2, , , 0nx x x >" ។ 

ឃ)  (វសិមភពហលូឌ័រ)  

េគេǕយ ,p q +∗∈ \  ែដល 1 1
1

p q
+ =  នងិ បǁ្ត ចំននួពតិ 1 2, , , na a a"  នងិ 

1 2, , , nb b b"  ចូរបង្ហ ញថ  
1 1

1 1 1

n n np q
p q

i i i i
i i i

a b a b
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  



24 ១. អនុគមន៍ងយ | លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត 

 

ែដលអងគទំងពរីេសមើគន  លុះ្រǂែត វុចិទរ័ ( )1 2, , ,
p p p

nu a a a
G

"  នងិ វុចិទ័រ ( )1 2, , ,
p p p

nv b b b
G

"  

កូលីេនែអ៊រនងឹគន  េហើយ បǁ្ត  i ia b  សុទធែតវជិជមនរសូឺនយទំងអស់ រេឺបើមិនអញចឹង សទុធែតអ

វជិជមនរសូឺនយទំងអស់។ 

 

256. (វសិមភពមិនកវូសគី)  

ǂង 1;p ⎡ ⎡∈ +∞⎣ ⎣  េហើយ 1, , nx x"  នងិ 1, , ny y"  ជចំននួពតិ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 1 1

1 1 1

p p pn n n
p p p

i i i i
i i i

x y x y
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟+ ≤ +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

 
ែដលអងគទំងពរីេសមើគន  លុះ្រǂែត វុចិទរ័ ( )1 2, , ,

p p p
nu a a a

G
"  នងិ វុចិទ័រ ( )1 2, , ,

p p p
nv b b b

G
"  

កូលីេនែអ៊រនងឹគន  េហើយមនទិសេǮដចូគន ។ 

257. េគេǕយ , , 0x y z > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( ) ( ) ( ) ( )

4 3 4 3

1 3 1 32 3 2 34 3 4 32 2 2 2

x y

x x y x z y y z y x

+
+ + + + + +

( ) ( )

4 3

1 3 2 34 3 2 2
1

z

z z x z y

+ ≤
+ + +

 
258. េគេǕយចំននួពតិ , , ,a b c d ។ ចូរកនំត់តៃំលតចូបំផុតរបស់ 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3S a b c= + + − + +  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3b c d+ + + − + + ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 2 3c d a+ + + − + +

 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3d a b+ + + − + +  

259. ǂង , ,x y z  ជចំននួពតិវជិជមន 

 ក) ចូរបង្ហ ញថ េបើ ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ  េនះ ݖݕݔ

  
2 2 2

3 3
21 1 1

x y z
x y z

+ + ≤
+ + +  

 ខ) ចូរបង្ហ ញថ េបើ 0 ൏ ,ݔ ,ݕ ݖ ൏ 1 នងិ ݕݔ ൅ ݖݕ ൅ ݔݖ ൌ 1 េនះ 

  
2 2 2

3 3
21 1 1

x y z
x y z

+ + ≥
− − −   

260. (ែបǎរុស ១៩៩៩)  

េគេǕយស្វុីតៃនចំននួពតិពរី 1 2, ,...x x  នងិ 1 2, ,...y y  កនំត់េƽយ 
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2
1 1 1 1 2

3, 1 ,
1 1

n
n n n n

n

y
x y x x x y

y
+ += = = + + =

+ +  
 ចំេពះ្រគប់ 1n ≥ ។ ចូរបង្ហ ញថ 2 3n nx y< <  ចំេពះ្រគប់ 1n > ។ 

261. ǂង 1 2, ,..., nx x x  ជចំននួពតិខុសៗគន ចំននួ n  សថិតកនងុចេន្ល ះ [ ]1,1−  ែដល 2n ≥ ។ ចូរ

បង្ហ ញថ 

  

2

1 2

1 1 1... 2n

nt t t
−+ + + ≥

 
ែដល ݐ௜ ൌ ∏ หݔ௝ െ ௜ห௝ஷ௜ݔ  ។ 

262. េយើងយកចំននួពតិបួនេនកនងុចេន្ល ះ 2 6 2 6,
2 2

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 េƽយមិនបច់េរ ើស។ ចូរបង្ហ ញ

ថ ្រតវូែតមនពរីកនងុចំេនមេនះ ǂងេƽយ a  នងិ b  ែដល 

  
2 24 4 2a b b a− − − ≤

 
263. (វសិមភពយិនសិន)  

ǂង 1n ≥  ជចំននួគត់ េហើយ f  ជអនគុមនផ៍ត េលើែដន I ។ ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់

ចំននួពតិ 1 2, , , nλ λ λ +∗∈" \  ែដល 1 2 1nλ λ λ+ + + ="  ្រគប់ 1 2, , , nx x x I∈"  

េគមន 

  ( )1 1 2 2 n nf x x xλ λ λ+ + +"  

  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 n nf x f x f xλ λ λ≤ + + +"  
េហើយ េបើ f  េប៉ងƽច់ខត េនះកេនǜមខងេលើក្ល យជសមភព េពល 

1 2 nx x x= = ="  
 

យ៉Ǔូន យិនសិន 
(Johan Jensen) 

 
េឈម ះេពញ យ៉Ǔូន លុយឌ ្វចិ វǎីម Ǐ៉ល់ដែឺមរ យនិសនិ 
(Johan Ludwig William Valdemar Jensen) 
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(ឧសភ ១៨៥៩ - កមុ ភៈ ១៩២៥) គណិតវទិ ូនងិ វសិ្វករជតƽិណឺម៉ក។ េគǒគ ល់គត់េƽយ
ǒរវសិមភពយនិសនិ។ ក នងុឆន  ំ១៩១៥ គត់បនបង្ហ ញថ របូមន ្តវសិមភពរបស់គត់Ǖច
េ្របើបនេលើ វភិគក ុផំ ្លចិ។ 

 

និយមន័យ 
អនុគមន ៍ f  មួយ ែដលកនំត់េលើ I ∈ \  េȄថ ផត េបើ ចេំពះ្រគប់ 0,1λ ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  នងិ ្រគប់ ,x y I∈  

េគមន 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1f x y f x f yλ λ λ λ+ − ≤ + −  

 
សំគល់ 

ក) កនុងនយិមនយ័ខងេលើ ែដន ( ) ( ){ }, /E x y y f x= ∈ × ≥I \  ផត។ 

ខ) េយើងថ f  េប៉ង េបើសិនជ f−  ផត។ 

គ)  េយើងេឃើញថ អនុគមន ៍ f  ផតេលើ I  ទល់ែតនងិនេំǕយ តង់សង់របស់ែខƞេកងៃនអនុគមនេ៍នះ

េកើន េលើ I ។ ដូេចនះ េបើ f  មនេដរេីវ េលើ I  េនះ f  ផតទល់ែតនងិនេំǕយ f ′  េកើនេលើ I ។ 

ឃ) េបើ f  មនេដរេីវពរីដងេលើ I  េនះ អនុគមន ៍ f  ផត ទល់ែតនងិនេំǕយ 0f ′′ ≥  េលើ I ។ 

ង) អនុគមនមួ៍យផតƽច់ខតជប់េលើ I  មនតៃំលអតបិរម្រតង់ចនុំចមួយ មនិេនកនុងI  េ្រពះថ េបើ f  

មនតៃំលអតបិរម េន្រតង់ចនុំច a  ែដលមនិេនចែំដនរបស់ I  េនះ េគǕចរកបនអងកត់ភជ ប់រǏង 

( )( ),a f aε ε− −  នងិ ( )( ),a f aε ε+ +  ែដលមនិេនខងេលើ ែខƞេកងរបស់ f ។ 

 

264. និយមន័យ- េគេǕយ ចនួំនគត់ 2n ≥  បǁ្ត ចនួំនពតិវជិជមនƽច់ខត 1 2, , , na a a"  

នងិ បǁ្ត ចនួំនពតិវជិជមនƽច់ខត 1 2, , , nλ λ λ"  ែដល 
1

1
n

i
i

λ
=

=∑ ។ េយើងកនំត់

អនុគមន ៍M  េលើ ∗\  េƽយ ( )
1

1

n

i i
i

M a

α

αα λ
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ។ េគេȄ ( )M α  ថ 

មធយមលំƽប់ α  ៃនបǁ្ត ចនួំន ia  ផƞំនងឹេមគុណ iλ ។ 

x y

f(x) f(y)

g

( ) ( ) ( ) ( )1g f x f yλ λ λ= + −
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្រទឹស្តីបទ វសិមភពមធយមលំƽប ់α  

េគេǕយ 1, , 0na a >"  មិនេសមើគន ទំងអស់ នងិ 1, , 0nλ λ >"  ែដល 
1

1
n

i
i

λ
=

=∑  ។ ចូរ

បង្ហ ញថ អនគុមន ៍ ( )M α  េកើនƽច់ខតេលើ \  មននយ័ថ 

ចំេពះ្រគប់ 1, , 0na a >"  នងិ α β<  េគមន ( ) ( )M Mα β≤  

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិនេំǕយ 1 2 na a a= = =" ។ 

 

265. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ 1, , 0na a >"  េគមន 

{ } ( ) ( )1min , , 1 0na a M M≤ − ≤"  

   ( ) ( ) { }11 2 max , , nM M a a≤ ≤ ≤ "  

រ ឺ  

{ } ( )
1

1 1

1

min , ,
1 1

nn n

n

n
a a a a

a a

≤ ≤
+ +

" "
"

 

   
{ }

2 2
1 1

1max , ,n n
n

a a a a
a a

n n

+ + + +
≤ ≤ ≤

" "
"

 
េហើយសមភពេកើតមន េពល 1 na a= =" ។ 

 

266. េគេǕយចំននួពតិ , ,a b c  វជិជមនƽច់ខត ែដល 1a b c+ + = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 

2 2 2
1 1 1 100

3
a b c
a b c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + + + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
267. (កេូរ ៉១៩៩៨)  

េគេǕយ , , 0a b c >  ែដល a b c abc+ + = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

2 2 2

1 1 1 3

21 1 1a b c
+ + ≤

+ + +  
 

268. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ , , 0a b c >  េគមន 

  

( )
2 2 2

2 3
6

2 3

a b c

a b c

+ +
≤

+ +  

269. េគេǕយ , 0a b ≥  នងិ , 1p q >  ែដល 1 1
1

p q
+ = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

p qa b
ab

p q
+ ≥
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270. ចូរកនំត់ចំននួេថរ M តចូបំផុត ែដល ចំេពះ្រគប់ , 0a b >  េគមន 

  ( )1 31 3 1 3
a b M a b+ ≤ +   

271. េគេǕយ 1 2, , , nx x x +∗∈" \  ែដល 
1

1
n

i
i

x
=

=∑ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  1 11

n
i

i i

x n

nx=
≥

−−
∑

 
272. (អ្ូរទីស ២០០០)  

េគេǕយ , 0a b >  នងិ n ∈ ]។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

11 1 2
n n

na b

b a
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + + ≥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

273.  (អន្តរជតិ ២០០១)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ 8λ ≥  នងិ , , 0a b c >  េគមន 

  
2 2 2

3

1

a b c

a bc b ca c ab λλ λ λ
+ + ≥

++ + +  
274.  (Ǖេមរចិ ១៩៨០)  

េគេǕយ , , 0,1a b c ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦ ។ ចូរបង្ហ ញថ  

( )( )( )1 1 1 1
1 1 1

a b c
a b c

b c c a a b
+ + + − − − ≤

+ + + + + +  
275. េគេǕយចំននួគត់ 1n ≥ ។ ǂង , 1;tα ⎡ ⎡∈ +∞⎣ ⎣  នងិ β +∗∈ \ ។ 

ǂង 1 2, , , na a a +∗∈" \  ែដល 
1

1
n

i
i

a
=

=∑ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  1

1 1
t tn

i
i i

a n n
na

α β
β α

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ + ≥ +⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិនេំǕយ  1 2
1

na a a
n

= = = =" ។ 

276.  (Ǖេមរចិ ១៩៧៧)  

េគេǕយ 0 , , , ,p a b c d e q< ≤ ≤ ។ ចូរបង្ហ ញថ  

( )
2

1 1 1 1 1
25 6

p q
a b c d e

a b c d e q p

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟+ + + + + + + + ≤ + −⎜⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
277. (ប៉ឡូញូ ១៩៩៥)  

េគេǕយចំននួគត់ 1n ≥  ចូរកនំត់តៃំលតចូបំផុតរបស់ផលបូក 
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2
2

1 2

n
nx x

x
n

+ + +"
 

ែដល 1 2, , , nx x x"  ជចំននួពតិ ែដល 
1 2

1 1 1

n

n
x x x

+ + + ="  ។ 

278. (អន្តរជតិសតលីស ១៩៩៨)  

េគេǕយ 1 2, , , 1nx x x ≥" ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( )11 2 1 2

1 1 1

1 1 1 1
n

n n

n

x x x x x x
+ + + ≥

+ + + +
"

"
 

279. (អន្តរជតិសតលីស ២០០១)  

ǂង 1 2, ,..., nx x x  ជចំននួពតិ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 2
2 2 2 2 2
1 1 2 1

...
1 1 1 ...

n

n

xx x
n

x x x x x
+ + + <

+ + + + + +  
280.  (េអៀរង់៉ ១៩៩៨)  

េគេǕយ 1 2 3 4, , , 0x x x x >  ែដល 1 2 3 4 1x x x x = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

4 4 4
3

1 1 1

1
max , ,i i

ii i i

x x
x= = =

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪≥ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑ ∑

 
281. េគេǕយ , , 0x y z ≥ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( ) ( )( )( )23 3 3 2 2 28 9x y z x yz y zx z xy+ + ≥ + + +
 

282. េគេǕយចំននួគត់ 1n >  នងិ 1 2, , , 0nx x x >"  ែដល 

1 2 1nx x x+ + + ="  
ចូរបង្ហ ញថ 

1 2 1 2

1 21 1 1 1
n n

n

x x x x x x

x x x n

+ + +
+ + + ≥

− − − −

"
"

 
283.  (ទរួគី ១៩៩៧)  

េគេǕយចំននួគត់ 2n ≥ ។ ចូរគណនតៃំលតូចបំផុតៃន 
5 5 5
1 2

2 3 1 3 1 2 1

n

n n n

x x x

x x x x x x x x x −
+ + +

+ + + + + + + + +
"

" " "  

ែដល 1 2, , , 0nx x x >"  េហើយ 
2 2 2
1 2 1nx x x+ + + =" ។ 

284.  (Ǖសុីប៉សុីភិច ២០០៤)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ , ,a b c  
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  ( )( )( ) ( )2 2 22 2 2 9a b c ab bc ca+ + + ≥ + +
 

285.  (ហុង្រគី ១៩៩៦)  

ǂង a  នងិ b  ជចំននួពតិវជិជមន ែដល 1a b+ = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

2 2 1

1 1 3

a b

a b
+ ≥

+ +  
286. ǂង 1 2 1 2, , ,a a b b  ជចំននួពតិវជិជមន ែដល 1 2 1 2a a b b+ = +  នងិ 

( ) ( )1 2 1 2max , max ,a a b b≥ ។ ǂង x  នងិ y  ជចំននួពតិមិនអវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

1 2 2 1 1 2 2 1a a a a b b b bx y x y x y x y+ ≥ + ។ 

 

និយមន័យ: ភពសុីេម្រទី និង សុីគ្លិច 
ǂង ( ), ,P x y z  ជអនុគមនម៍នបអីេថរ , ,x y z ។ ǂង 

 
( ) ( ) ( ) ( )

cyclic

, , , , , , , ,P x y z P x y z P y z x P z x y= + +∑
 

 
( ) ( ) ( ) ( )

sym

, , , , , , , ,P x y z P x y z P x z y P y x z= + +∑
 

   ( ) ( ) ( ), , , , , ,P y z x P z x y P z y x+ + +  
ឧទហរណ៍ 

  

෍ ݕଷݔ
௖௬௖௟௜௖

ൌ ݕଷݔ ൅ ݖଷݕ ൅   ݔଷݖ

 
( )3 3 3 3

sym

2x x y z= + +∑
  

 

2 2 2 2 2 2 2

sym

x y x y x z y z y x z x z y= + + + + +∑
 

 sym

6xyz xyz=∑
 

 

287.  (េអៀរង់៉ ១៩៩៨)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ , , 1x y z >  ែដល 1 1 1 2x y z+ + =  េគមន 

  1 1 1x y z x y z+ + ≥ − + − + −  
288. (វសិមភពឈរ័)  

ǂង , ,x y z  ជចំននួពតិមិនអវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 0r >  េយើងមន 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0r r rx x y x z y y z y x z z x z y− − + − − + − − ≥  
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រ ឺ 
( )( )

cyclic

0rx x y x z− − ≥∑
 

289. េគេǕយ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( ) ( ) ( )3 3 3 3a b c abc ab a b bc b c ca c a+ + + ≥ + + + + +  

( ) ( ) ( )3 2 3 2 3 2
2 ab bc ca
⎡ ⎤

≥ + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦  
290. ǂង (0, 3t ⎤∈ ⎦  ។ ចំេពះ្រគប់ , , 0a b c ≥  ចូរបង្ហ ញថ 

 
( ) ( )2 2

cyclic cyclic

3 2
t

t t abc a ab− + + ≥∑ ∑
 

291. (វសិមភពមរួែហ៊ដ)  

ǂង 1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a b b b  ជចំននួពតិ ែដល 

  1 2 3 0;a a a≥ ≥ ≥  1 2 3 0b b b≥ ≥ ≥  

  1 1;a b≥   1 2 1 2a a b b+ ≥ +  

  1 2 3 1 2 3a a a b b b+ + = + +  

ករណីេនះ េគថស្វុីត ( )1 2 3, ,a a a  ម៉សូរ ស្វុីត ( )1 2 3, ,b b b ។ 

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន , ,x y z  េគមន 

  

1 2 3 1 2 3

sym sym

a a a b b bx y z x y z≥∑ ∑
 

292. េគេǕយ , ,a b c  ជចំននួវជិជមន ែដល 1abc = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

1 1 1
1

1 1 1a b b c c a
+ + ≤

+ + + + + +  
293. េគេǕយ , , , 0a b c d > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )3 3 3 33

2
a b c d+ + + ≥

 
ab cd ac bd ad bc bc da bd ca cd ab+ + + + +  

294. (េអៀរង៉ ់១៩៩៦)  

ǂង , ,x y z  ជចំននួពតិវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 9

4
xy yz zx

x y y z z x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜+ + + + ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠  
295. ǂង , ,x y z  ជចំននួពតិវជិជមន ែដល 1xy yz zx+ + = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 

1 1 1 5
2x y y z z x

+ + ≥
+ + +  

296. (អន្តរជតិ ១៩៨៣)  
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ǂង , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( ) ( ) ( )2 2 2 0a b a b b c b c c a c a− + − + − ≥  
297. ចំេពះ្រគប់ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )( )2 2 2 2 2 2a b b c c a ab bc ca+ + + +
  

  ( )( )( )3 3 33abc a abc b abc c abc≥ + + + +
 

298.  (អន្តរជតិសតលីស  ១៩៩០)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ , ,a b c  េយើងមន  
ሺܽଶ ൅ ܾܽ ൅ ܾଶሻሺܾଶ ൅ ܾܿ ൅ ܿଶሻሺܿଶ ൅ ܿܽ ൅ ܽଶሻ ൒ ሺܾܽ ൅ ܾܿ ൅ ܿܽሻଷ 

299. េគេǕយ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ  

ក) 
2 2 2

1 1 1b c c a a b

a b ca bc b ca c ab

+ + +
+ + ≤ + +

+ + +  

ខ) 

2 2 2a bc b ca c ab
a b c

b c c a a b

+ + +
+ + ≥ + +

+ + +  

300.  (េអៀរង់៉ ១៩៩៦)  

េគេǕយ , , 0x y z > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 

( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 9

4
xy yz zx

x y y z z x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜+ + + + ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠  
301.  (ជប៉ុន ១៩៩៧)  

េគេǕយ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 2 2

2 2 22 2 2

3

5

b c a c a b a b c

b c a c a b a b c

+ − + − + −
+ + ≥

+ + + + + +  

VI. វសិមកីរ 
េƽះ្រǒយវសិមីករ 

302. ࢞૜ െ ૜࢞૛ െ ૚૙࢞ ൅ ૛૝ ൐ 0

303. ࢞૜ ൅ ૝࢞૛ ൅ ૞࢞ ൅ ૛ ൑ ૙

304. ૛࢞૜ െ ૜࢞૛ ൅ ૠ࢞ െ ૜ ൐ 0

305. ࢞૝ െ ૜࢞૜ ൅ ࢞૛ ൅ ૜࢞ െ ૛ ൒ ૙

306. ࢞૝ ൅ ૟࢞૜ ൅ ૟࢞૛ ൅ ૟࢞ ൅ ૞ ൏ 0

307. ૜࢞૝ െ ૚૙࢞૛ ൅ ૜ ൐ 0
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308. ૜࢞૛ሺ࢞ െ ૝ሻ૛ ൏ ૜૛ െ ૞ሺ࢞ െ ૛ሻ૛

309. ሺ࢞૛ െ ࢞ሻ૛ ൅ ሺ࢞૛ െ ࢞ሻ ൅ ૛ ൒ ૙

310. ࢞ሺ࢞ ൅ ૚ሻሺ࢞ ൅ ૛ሻሺ࢞ ൅ ૜ሻ ൏ ૝ૡ

311. ሺ࢞ ൅ ૚ሻ૝ ൐ ૛ሺ૚ ൅ ࢞૝ሻ

312. ࢞૝ െ ࢞૜ െ ૚૙࢞૛ ൅ ૛࢞ ൅ ૝ ൏ 0

313. ૚
࢞ ൏

૛
࢞ െ ૛ 314. ࢞ ൅ ૝

࢞ െ ૛ ൏
૛

࢞ ൅ ૚ 

315. ૚
࢞ ൅ ૚ െ

૚
࢞ ൑

૚
࢞ െ ૚ െ

૚
࢞ െ ૛ 

316. ࢞૛ െ ࢞ ൅ ૚
࢞ െ ૚ ൅

࢞૛ െ ૜࢞ ൅ ૚
࢞ െ ૜ ൐ ૛࢞ െ

૚
૝࢞ െ ૡ 

317. ࢞૜ െ ૛࢞૛ ൅ ૞࢞ ൅ ૛
࢞૛ ൅ ૜࢞ ൅ ૛  ൒ ૚ 

318. ૚
࢞ ൅ ૞

൅
૚

࢞ െ ૠ
൅

૚
࢞ െ ૞

൅
૚

࢞ ൅ ૠ
൐ ૙ 

319. ૚
࢞૛ ൅ ࢞ ൑

૚
૛࢞૛ ൅ ૛࢞ ൅ ૜ 

320. ૚
࢞ െ ૚ െ

૝
࢞ െ ૛ ൅

૝
࢞ െ ૜ െ

૚
࢞ െ ૝ ൏

૚
૜૙ 

321. ૝࢞ െ ૚ૠ
࢞ െ ૝ ൅

૚૙࢞ െ ૚૜
૛࢞ െ ૜ ൐

ૡ࢞ െ ૜૙
૛࢞ െ ૠ ൅

૞࢞ െ ૝
࢞ െ ૚  

322. ࢞૛ ൅
࢞૛

ሺ࢞ ൅ ૚ሻ૛ ൏
૞
૝ 323. ࢞૛ ൅

૝࢞૛

ሺ࢞ െ ૛ሻ૛ ൑ ૞ 

324. 
ሺ࢞ ൅ ૚ሻ૝

࢞ሺ࢞૛ ൅ ૚ሻ ൐
૚૛ૡ
૚૞  

325. ࢞૜ െ
૚
࢞૜ ൒ ૝ ൬࢞ െ

૚
࢞൰ 

326. ࢞ ൅ ૟
࢞ െ ૟൬

࢞ െ ૝
࢞ ൅ ૝൰

૛

൅
࢞ െ ૟
࢞ ൅ ૟൬

࢞ ൅ ૢ
࢞ െ ૢ൰

૛

൏
૛࢞૛ ൅ ૠ૛
࢞૛ െ ૜૟  

327. ห࢞૜ െ ࢞ห ൑ ࢞ 328. 
૝

|࢞ ൅ ૚| െ ૛ ൒
|࢞ െ ૚| 

329. ሺ࢞ െ ૚ሻඥ࢞૛ െ ࢞ െ ૛ ൒ ૙ 330. ඨ ࢞ െ ૛
૚ െ ૛࢞ ൐ െ૚ 

331. ඥ૝ െ ࢞૛ ൅
|࢞|
࢞ ൒ ૙ 332. ሺ૚ െ ሻ√૛࢞ࢇ ൅ ૚ ൏ ૚ 

333. √࢞ ൅ ૚ ൐ √૜ െ ࢞ 334. √࢞ ൅ ૛ ൒ √࢞ െ  ࢇ
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335. √૛૝ െ ૚૙࢞ ൐ ૜ െ ૝࢞ 336. ࢞ ൐ √૚ െ ࢞ 

337. ࢞ ൐ √૛૝ െ ૞࢞ 338. ඨ ૚
࢞૛ െ

૜
૝ ൏

૚
࢞ െ

૚
૛ 

339. ට૝ െ √૚ െ ࢞ െ √૛ െ ࢞ ൐ ૙ 

340. ඥ࢞૛ ൅ ࢞ െ ૚૛ ൏ ࢞ 341. ૚ െ ඥ૚૜ ൅ ૜࢞૛ ൑ ૛࢞ 

342. ඥ࢞૛ ൅ ࢞ ൐ ૚ െ ૛࢞ 343. ૝ െ ࢞ ൏ ඥ࢞૛ െ ૛࢞ 

344. √࢞ ൅ ૜ ൐ √࢞ െ ૚ ൅ √࢞ െ ૛ 

345. 
࢞ െ ૛

√૛࢞ െ ૜ െ ૚
൏ ૝ 346. ૛ െ √࢞ ൅ ૜

࢞ െ ૚ ൐ െ
૚
૜ 

347. √࢞ ൅ ૛ െ √૞࢞ ൐ ૝࢞ െ ૛ 348. √࢞ ൅ ૚ ൅ ૚ ൏ 4࢞૛ ൅ √૜࢞ 

349. √૛૝ ൅ ૛࢞ െ ࢞૛

࢞ ൏ ૚ 

350. ૛ ቀ࢞ ൅ ඥ࢞૛ ൅ ૝࢞ ൅ ૜ቁ ൏ ૜൫√࢞ ൅ ૚ ൅ √࢞ ൅ ૜ െ ૛൯ 

  

351.  ចូរបង្ហ ញថពហុធ ܲሺݔሻ ൌ ଼ݔ െ ହݔ ൅ ଶݔ െ ݔ ൅ 1 មនតៃំលវជិជមនចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ ។ 

352.  សនមតថ ܲሺݔሻ ൌ ܽ଴ݔ௠ ൅ ܽଵݔ௠ିଵ ൅ڮ൅ ܽ௠ିଵݔ ൅ ܽ௠ នងិ ܳሺݔሻ ൌ ܾ଴ݔ௡ ൅ ܾଵݔ௡ିଵ ൅

൅ڮ ܾ௡ିଵݔ ൅ ܾ௡,݉ א Գ, ݊ א Գ,ܳሺݔሻ ء 0 ។ ចូរបង្ហ ញថវសិមភព ܲሺݔሻ ܳሺݔሻ⁄ ൐ 0 នងិ 

ܲሺݔሻܳሺݔሻ ൐ 0 សមមូលគន ។ 

353.  េƽយដងឹថ ݂ሺെ1ሻ ൏ 1, ݂ሺ1ሻ ൐ െ1 , ݂ሺ3ሻ ൏ െ4 ែដល ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ, ܽ ് 0 ។ 

ចូរកនំត់សញញ របស់ ܽ ។ 

354.  (អន្តរជតិ ១៩៦០)  

េƽះ្រǒយវសិមីករ 
ଶݔ4

൫1 െ √1 ൅ ൯ݔ2
ଶ ൏ ݔ2 ൅ 9 

355.  (អន្តរជតិ ១៩៦២)  

េƽះ្រǒយវសិមីករ 

√3 െ ݔ െ ݔ√ ൅ 1 ൐
1
2 

356.  េƽះ្រǒយវសិមីករ 
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ඥ9ݔଶ ൅ 16 ൒ ݔ2√2 ൅ 4 ൅ 4√2 െ  ݔ

VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
357*.  េƽះ្រǒយ្របពន័ធវសិមីករ 

൞

ݔ ൅ ݕ ൑ 2,
ݔ ൅ ݕ ൒ 1,
ݔ ൒ 0,
ݕ ൒ 0

  

ែដលកនងុេនះ ݖ ൌ ݔ2 ൅  មនតៃំលធបំំផុត។ ݕ3

358.  ចូរកនំត់រសឺគត់ធមមជតរិបស់្របពន័ធ 

൞

ݔ ൌ ݕ ൅ 2
ݕݔ ൑ 17
ݕ ൅ 1
ݔ ൅ 2 ൏

1
2

 

359.  ចូរកនំត់តៃំលរបស់ ܽ ែដលសំនុ ំ
ሼሺݔ; ଶݔ|ሻݕ ൅ ଶݕ ൅ ݔ2 ൑ 1ሽ ת ሼሺݔ; ݔ|ሻݕ െ ݕ ൅ ܽ ൒ 0ሽ 

មនចំនចុែតមួយគត់។ ចូរកនំត់ចំនចុេនះ។ 

360.  ចូរកនំត់ሺݔ;  ሻ ែដលݕ

൝
ଶݔ െ ݕݔ2 ൅ 12 ൌ 0
ଶݔ ൅ ଶݕ4 ൑ 60
ݔ א Ժ

 

361.  េƽះ្រǒយ្របពន័ធវសិមីករ 

ቊ√4 െ ݔ3 ൒ ݔ
ݔ√ ൅ ݔ√ െ 1 ൏ 5

 

362. េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

ቐ
ଷݔ ൅ ଶሺ13ݔ െ ݕ െ ሻݖ ൅ ݕሺ2ݔ ൅ ݖ2 െ ݖݕ2 െ 26ሻ ൅ ݖݕ5 െ ݕ7 െ ݖ7 ൅ 30 ൌ 0   ሺ1ሻ
ଷݔ ൅ ଶሺ17ݔ െ ݕ െ ሻݖ െ ݕሺ2ݔ ൅ ݖ2 ൅ ݖݕ2 െ 26ሻ െ ݖݕ3 ൅ ݕ ൅ ݖ െ 2 ൌ 0     ሺ2ሻ
ଶݔ െ ݔ11 ൅ 28 ൑ 0    ሺ3ሻ

 

363. ចូរកនំត់ ܽ េដើមបីេǕយ្របពន័ធខងេ្រកមមនរសឺ 

ቐݔ
ଶ ൅ ݕݔ2 െ ଶݕ7 ൒

1 െ ܽ 
ܽ ൅ 1

ଶݔ3 ൅ ݕݔ10 െ ଶݕ5 ൑ െ2
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២. អនុគមនអ៍ុិចសប៉ូណងែ់សយល‐េǎករតី 

 

I. គណន 
គណន 

364. 25୪୭୥ఱ ଷ 365. ݁୪୬ ୪୬ ଷ 366. ln ܾܽ െ ln|ܾ|

367. log௔ ܾଶ ൅ log௔మ ܾସ 368. 2
ଵ

୪୭୥య ଶ

369. 
logଶ 25
logଶ 5

 370. logଷ 5 . logସ 9 . logହ 2 

371. ටlog଴,ହଶ 4 372. ܽඥ୪୭୥ೌ ௕ െ ܾඥ୪୭୥್ ௔  

373. ចូរគណន logଷ଴ 8 េបើ logଷ଴ 3 ൌ ܿ, logଷ଴ 5 ൌ ݀ ។ 

374. ចូរគណន logଽ 40 េបើ log 15 ൌ ܿ, logଶ଴ 50 ൌ ݀ ។ 

375. ចូរគណន logሺ0,175ሻସ េបើ log 196 ൌ ܿ, log 56 ൌ ݀ ។ 

376. គណន 
logଶ 24
logଽ଺ 2

െ
logଶ 192
logଵଶ 2

 

II. សមភព 
377. ចូរបង្ហ ញថ េបើ ܽ ൌ logଵଶ 18 , ܾ ൌ logଶସ 54 េនះ ܾܽ ൅ 5ሺܽ െ ܾሻ ൌ 1 ។ 

III. សមកីរ 
េƽះ្រǒយសមីករ 

378. 4௫ାଵ,ହ ൅ 9௫ ൌ 6௫ାଵ 

379. 25ଶ௫ି௫మାଵ ൅ 9ଶ௫ି௫మାଵ ൌ 34.15ଶ௫ି௫మ

380. 2ଶ௫మ ൅ 2௫మାଶ௫ାଶ ൌ 2ହାସ௫

381. ቆට5√2 െ 7ቇ
௫

൅ 6ቆට5√2 ൅ 7ቇ
௫

ൌ 7 

382. 3ଶ௫మ െ 2.3௫మା௫ା଺ ൅ 3ଶሺ௫ା଺ሻ ൌ 0
.ଶݔ .383 2√ଶ௫ାଵିଵ ൅ 2௫ ൌ 2√ଶ௫ାଵାଵ ൅ .ଶݔ 2௫ିଶ

384. 4୪୭୥లరሺ௫ିଷሻା୪୭୥మ ହ ൌ 50

 ୪୭୥ೣሺଵି௫ሻమݔ .385 ൌ 9 
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386. logଷሺݔଶ ൅ ݔ4 ൅ 12ሻ ൌ 2

387. logଷ ݔ ൅ logଽ ݔ ൅ logଶ଻ ݔ ൌ 5,5

388. logଶሺ3 െ ሻݔ ൅ logଶሺ1 െ ሻݔ ൌ 3

389. logሺݔ െ 3ሻ ൅ logሺݔ ൅ 6ሻ ൌ log 2 ൅ log 5

390. logሺݔ െ 4ሻ ൅ logሺݔ ൅ 3ሻ ൌ logሺ5ݔ ൅ 4ሻ

391. lnሺݔଷ ൅ 1ሻ െ 0,5 lnሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 1ሻ ൌ ln 3

392. logହሺݔ െ 2ሻ ൅ 2 logହሺݔଷ െ 2ሻ ൅ logହሺݔ െ 2ሻିଵ ൌ 4

393. 2 logଷሺݔ െ 2ሻ ൅ logଷሺݔ െ 4ሻଶ ൌ 0

394. logଶሺݔ ൅ 2ሻଶ ൅ logଶሺݔ ൅ 10ሻଶ ൌ 4 logଶ 3

395. logଶ
ݔ െ 2
ݔ െ 1 െ 1 ൌ logଶ

ݔ3 െ 7
ݔ3 െ 1 

396. 2 logଶ
ݔ െ 7
ݔ െ 1 ൅ logଶ

ݔ െ 1
ݔ ൅ 1 ൌ 1 

397. logଷሺ5ݔ െ 2ሻ െ 2 logଷ ݔ3√ ൅ 1 ൌ 1 െ logଷ 4

398. logሺ3ݔ െ 2ሻ െ 2 ൌ
1
2 log

ሺݔ ൅ 2ሻ െ log 50 

399. logଶ ൬1 ൅
4
൰ݔ ൅ logଶ ൬1 െ

4
ݔ ൅ 4൰ ൌ 2 logଶ ൬

2
ݔ െ 1 െ 1൰ 

400. logଶ ସݔ ൅ log௔ ଶݔ ൌ 1 

401. logଶሺݔ െ 1ሻ െ log√ଶ ݔ√ ൅ 3 ൌ log଼ሺݔ െ ܽሻଷ ൅ logଵ/ଶሺݔ െ 3ሻ 

402. logଶሺ6ݔଶ ൅ ሻݔ25 ൌ 1 ൅ logଶሺܽݔ ൅ 4ܽ െ 2ሻ 

403. logଷ ݔ logସ ݔ logହ ݔ ൌ logଷ ݔ logସ ݔ ൅ logସ ݔ logହ ݔ ൅ logହ ݔ logଷ  ݔ

404. ൬logଷ
3
൰ݔ logଶ ݔ െ logଷ

ଷݔ

√3
ൌ
1
2 ൅ logଶ  ݔ√

405. logሺ10ݔଶሻ log ݔ ൌ 1 

406. 
logଶ ݔ െ 1

logଶ
ݔ
2

ൌ 2 logଶ ݔ√ ൅ 3 െ logଶଶ  ݔ

407. 2 logଽ ݔ ൅ 9 log௫ 3 ൌ 10 

408. log௫ሺ125ݔሻ logଶହଶ ݔ ൌ 1 

409. log௫ √5 ൅ log௫ ݔ5 ൌ
9
4 ൅ log௫ଶ √5 

410. logሺlog ሻݔ ൅ logሺlog ଷݔ െ 2ሻ ൌ 0 
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411. logଷ௫ା଻ሺ9 ൅ ݔ12 ൅ ଶሻݔ4 ൌ 4 െ logଶ௫ାଷሺ6ݔଶ ൅ ݔ23 ൅ 21ሻ 

412. logଶሺ4 െ ሻݔ ൅ logሺ4 െ ሻݔ log ൬ݔ ൅
1
2൰ െ 2 logଶ ൬ݔ ൅

1
2൰ ൌ 0 

413. ሺݔଶ log௫ 27ሻ logଽ ݔ ൌ ݔ ൅ 4 

414. log௫ 2 െ logସ ݔ ൅
7
6 ൌ 0 

415. log଴,ହ௫ ଶݔ െ 14 logଵ଺௫ ଷݔ ൅ 40 logସ௫ ݔ√ ൌ 0 

416. 4 log௫
ଶ
ݔ√ ൅ 2 logସ௫ ଶݔ ൌ 3 logଶ௫  ଷݔ

417. logଷ௫ ൬
3
൰ݔ ൅ logଷଶ ݔ ൌ 1 

418. ൫logଵ/√ଵା௫ 10൯ logሺݔ
ଶ െ ݔ3 ൅ 2ሻ ൌ ሺlogሺݔ െ 3ሻሻ logଵ/√ଵା௫ 10 െ 2 

419. 
log௫ሺ2ܽ െ ሻݔ

log௫ 2
൅
log௔ ݔ
log௔ 2

ൌ
1

log௔మିଵ 2
 

420. 
log௔మ√௫ ܽ
logଶ௫ ܽ

൅ ሺlog௔௫ ܽሻ logଵ
௔
ݔ2 ൌ 0 

421. ඥ1 ൅ log଴,଴ସ ݔ ൅ ඥ3 ൅ log଴,ଶ ݔ ൌ 1 

422. ඥ2 െ log௫ 9 ൌ െ
√12
logଷ ݔ

 

423. log௫ሺݔଶ ൅ 1ሻ ൌ ටlog√௫൫ݔଶሺ1 ൅ ଶሻ൯ݔ ൅ 4 

424. ඥlogଶ ݔ െ 0,5 ൌ logଶ  ݔ√

425. logሺ3௫ െ 2ସି௫ሻ  ൌ 2 ൅
1
4 log 16 െ

ݔ
2 log 4 

426. logଷ ൬logଽ ݔ ൅
1
2 ൅ 9௫൰ ൌ  ݔ2

427. logଷ ൬3௫
మିଵଷ௫ାଶ଼ ൅

2
9൰ ൌ logହ 0,2 

428. log 2 ൅ logሺ4௫ିଶ ൅ 9ሻ ൌ 1 ൅ logሺ2௫ିଶ ൅ 1ሻ 

429. logሺ6.5௫ ൅ 25.20௫ሻ ൌ ݔ ൅ log 5 

430. log√ହሺ4
௫ െ 6ሻ െ logହሺ2௫ െ 2ሻଶ ൌ 2 

ሺ1ݔ .431 െ log 5ሻ ൌ logሺ4௫ െ 12ሻ 

432. logଶሺ4௫ ൅ 1ሻ ൌ ݔ ൅ logଶሺ2௫ାଷ െ 6ሻ 
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433. logଷሺ9௫ ൅ 9ሻ ൌ ݔ െ logଵ
ଷ
ሺ28 െ 2.3௫ሻ 

434. logଶ ൬
8
2௫ െ 1൰ ൌ ݔ െ 2 

435. logଵ/ଷ ቆ2 ൬
1
2൰

௫

െ 1ቇ ൌ logଵ/ଷ ቆ൬
1
4൰

௫

െ 4ቇ 

436. ሺݔ ൅ 1ሻ୪୭୥ሺ௫ାଵሻ ൌ 100ሺݔ ൅ 1ሻ 

ݔ .437
୪୭୥௫ାହ

ଷ ൌ 10ହା୪୭୥௫ 

438. 3୪୭୥௫ ൌ 54 െ  ୪୭୥ଷݔ

439. logଶሺ9 െ 2௫ሻ ൌ 10୪୭୥ሺଷି௫ሻ 

ݔ| .440 െ 1|୪୭୥మ ௫ି୪୭୥௫మ ൌ ݔ| െ 1|ଷ 

441. ൫3௫మି଻,ଶ௫ାଷ,ଽ െ 9√3൯ logሺ7 െ ሻݔ ൌ 0 

442. 3.2୪୭୥ೣሺଷ௫ିଶሻ ൅ 2.3୪୭୥ೣሺଷ௫ିଶሻ ൌ 5.6^ log௫మሺ3ݔ െ 2ሻ 

443. ห1 െ logଵ/ହ หݔ ൅ 2 ൌ ห3 െ logଵ/ହ  หݔ

444. logସ൫6 ൅ ݔ√ െ ห√ݔ െ 2ห൯ ൌ
1
2 ൅ logଶ ቚ√ݔ െ ห√ݔ െ 2หቚ 

445. 5௫ ൅ 12௫ ൌ 13௫ 

446. 3௫ ൅ 4௫ ൅ 5௫ ൌ 6௫ 

447. 2௫ ൌ 1 െ  ݔ

448. logଶሺ4 െ ሻݔ ൌ ݔ െ 3 

449. េƽយដងឹថ ݔ ൌ 9 ជរសឺមួយៃនសមីករ 

logగሺݔଶ ൅ 15ܽଶሻ െ logగሺܽ െ 2ሻ ൌ logగ
ݔ8ܽ
ܽ െ 2 

ចូរកនំត់រសឺេផƞងេទៀតៃនសមីករេនះ។ 

 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

450. 
൜
log௔మ ݔ െ log௔ర ݕ ൌ 3
log௔ల ݔ ൅ log௔ఴ ݕ ൌ 4 
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451. 

൝
2௫ା௬ିଵ ൅ 2௫ି௬ାଵ ൌ 3
1
7 . 3

௫ ୪୭୥య ଶ ା௬ ୪୭୥య ଶିଶ ൅ 3௫ ୪୭୥య ଶି௬ ୪୭୥య ଶିଶ ൌ
1
7

 

452. 
൜10

ଵା୪୭୥ሺ௫ା௬ሻ ൌ 50
logሺݔ െ ሻݕ ൅ logሺݔ ൅ ሻݕ ൌ 2 െ log 5  

453. 
ቊݔ

୪୭୥ೣ ଶ ൌ logଷሺݔ ൅ ሻݕ
ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ 65

 

454. 
൜
logଶሺݔ ൅ ሻݕ െ logଷሺݔ െ ሻݕ ൌ 1
ଶݔ െ ଶݕ ൌ 2  

455. 
൜
ሺ3ݕଶ ൅ 1ሻ logଷ ݔ ൌ 1
ଶ௬మାଵ଴ݔ ൌ 27

 

456. 
൜
4ି௬ logଶ ݔ ൌ 4
logଶ ݔ ൅ 2ିଶ௬ ൌ 4 

457. 
൜ݕ ൅ log ݔ ൌ 1
௬ݔ ൌ 0,01  

458. 
൜ݔ

୪୭୥௬ ൌ 2
ݕݔ ൌ 20  

459. 
ቐ
2௫. 8ି௬ ൌ 2√2

logଽ
1
ݔ ൅ 0,5 ൌ

1
2 logଷ ݕ9

 

460. 
ቐሺlog௔ሺݕݔሻ െ 2ሻ ൬log௔

4
9൰

ିଵ

ൌ െ1

ݔ ൅ ݕ ൌ 5ܽ
 

461. 
ቊ2൫log௬ ݔ ൅ log௫ ൯ݕ ൌ 5
ݕݔ ൌ 8

 

462. 
൜
log௫ ݕ ൅ log௬ ݔ ൌ 2,5
ݔ ൅ ݕ ൌ ܽଶ ൅ ܽ

 

463. 
൞
ଶݔ

ݕ ൅
ଶݕ

ݔ ൌ 28

logଽ ݔ െ logଵ
ଽ
ݕ ൌ 1,5

 

464. ൜
logଶ ݕ ൌ logସሺݕݔ െ 2ሻ
logଽ ଶݔ ൅ logଷሺݔ െ ሻݕ ൌ 1 

465. 
൝2

௫మା௬ ൌ 4
௬మା௫
ଶ

ඥݕݔ ൌ 2
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466. 
൝4

௫
௬ିଷ௬/௫ ൌ 16
ݔ√ െ ඥ2ݕ ൌ √12 െ √8

 

467. 
ቊݔ ൅ ݕ ൌ 4 ൅ ඥݕଶ ൅ 2
log ݔ െ 2 log 2 ൌ logሺ1 ൅ ሻݕ0,5

 

468. 
ቊ
logଷሺlogଶ ሻݔ ൅ logଵ/ଷ൫logଵ/ଶ ൯ݕ ൌ 1
ଶݕݔ ൌ 4

 

469. 

ە
۔

ۓ
1
3 √9

೤
ൌ 9

௫
ଶ௬

ݔ ൅ ݕ3
ݔ ൌ

ݔ2
ݕ െ 4

 

V. វសិមភព 
470. េតើមួយǁធជំង រǏង 2ଷ଴଴ នងិ 3ଶ଴଴ ? 

471. ចូរបង្ហ ញថ 
log௡ሺ݊ ൅ 1ሻ ൐ log௡ାଵሺ݊ ൅ 2ሻ 

ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិ݊ ൐ 1 ។ 

472. េƽយមិនេ្របើǂǍង ចូរបង្ហ ញថ logସ 9 ൐ logଽ 25 ។ 

473. េគេǕយ 1 2, ,..., 0nx x x >  ។ ចូរបង្ហ ញថ  

ଵݔ
௫భ. ଶݔ

௫మ ௡ݔ…
௫೙ ൒ ሺݔଵ. ଶݔ ௡ሻݔ…

௫భା௫మାڮା௫೙
௡  

474. (Ǖេមរចិ សតលីស១៩៩៩) េគេǕយ ݔ, ,ݕ ݖ ൐ 1។ ចូរបង្ហ ញថ 

௭మାଶ௫௬ݖ௬మାଶ௭௫ݕ௫మାଶ௬௭ݔ ൒ ሺݖݕݔሻ௫௬ା௬௭ା௭௫ 
 

VI. វសិមកីរ 
េƽះ្រǒយវសិមីករ 

475.  logଵ/ହሺ2ݔଶ ൅ ݔ5 ൅ 1ሻ ൏ 0

476. logଵ/ଷሺݔଶ ൅ ሻݔ2 ൐ 0 

477. logଵ/ଶሺݔଶ െ ݔ4 ൅ 6ሻ ൏ െ2

478. logଵ/ଷ
ݔ3 െ 1
ݔ ൅ 2 ൏ 1 

479. log଴,ଶହ
35 െ ଶݔ

ݔ ൒ െ
1
2 

480. logହሺ2ݔ െ 4ሻ ൏ logହሺݔ ൅ 3ሻ

481. log଴,ଵሺݔଶ ൅ ݔ െ 2ሻ ൐ log଴,ଵሺݔ ൅ 3ሻ

482. logඥݔଶ െ ݔ3 ൅ 4 െ log√ݔ ൅ 1 ൐ 0
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483. logଵ
ଶ
ሺݔ ൅ 1ሻ ൑ logଶሺ2 െ  ሻݔ

484. logଵ/ଶ
ଶݔ ൅ ݔ6 ൅ 9
2ሺݔ ൅ 1ሻ ൏ െ logଶሺݔ ൅ 1ሻ 

485. logሺݔ െ 2ሻ ൅ logሺ27 െ ሻݔ ൏ 2 

486. logሺݔ െ 1ሻ ൅ logሺݔ െ 2ሻ ൏ logሺݔ ൅ 2ሻ 

487. logଶሺ2 െ ሻݔ ൅ logଵ/ଶሺݔ െ 1ሻ ൐ log√ଶ 3 

488. logଵ/ହሺ2ݔ ൅ 5ሻ െ logଵ/ହሺ16 െ ଶሻݔ ൑ 1 

489. logଶ ൬1 ൅
1
൰ݔ ൅ logଵ/ଶ ቀ1 ൅

ݔ
4ቁ ൒ 1 

490. log଻ ݔ െ log଻ሺ2ݔ െ 5ሻ ൑ log଻ 2 െ log଻ሺݔ െ 3ሻ 

491. logଵ/ଷሺݔ െ 1ሻ ൅ logଵ/ଷሺݔ ൅ 1ሻ ൅ log√ଷሺ5 െ ሻݔ ൏ 1 

492. logଶ ଶݔ ൅ logଶሺݔ െ 1ሻଶ ൐ 2 

493. logଶ ݔ ൅ 3 log ݔ െ 4 ൒ 0 

494. 
1 െ logସ ݔ
1 ൅ logଶ ݔ

൑
1
2 

495. logଵ/ଷ ݔ ൐ log௫ 3 െ
5
2 

496. ሺlogଶ ሻସݔ െ ቆlogଵ/ଶ
ହݔ

4 ቇ
ଶ

െ 20 logଶ ݔ ൅ 148 ൏ 0 

497. ሺ2 logଷଶ ݔ െ 3 logଷ ݔ െ 8ሻሺ2 logଷଶ ݔ െ 3 logଷ ݔ െ 6ሻ ൒ 3 

498. ሺlogଶଶ ݔ ൅ 3 logଶ ݔ ൅ 1ሻሺlogଶଶ ݔ ൅ 3 logଶ ݔ െ 3ሻ ൏ 5 

499. ሺ1,25ሻଵିሺ୪୭୥మ ௫ሻమ ൏ ሺ0,64ሻଶା୪୭୥√మ ௫ 

500. 2ଶ௫ାଵ െ 21. ൬
1
2൰

ଶ௫ାଷ

൅ 2 ൒ 0 

501. 0,1௫ାଵ ൏ 0,8 ൅ 2.10௫ 

502. 2௫ ൅ 2ି௫ ൏ 3 

503. 3ସିଷ௫ െ 35.3ଷ௫ିଶ ൅ 6 ൒ 0 

504. 6
2௫ െ 1

൏ 2௫ 
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505. 3୪୭୥௫ାଶ ൏ 3୪୭୥௫మାହ െ 2 

506. ൬
1
2൰

୪୭୥௫మ

൅ 2 ൐ 3.2ି ୪୭୥ሺି௫ሻ 

507. logଶሺ4௫ െ 5.2௫ ൅ 2ሻ ൐ 2 

508. logଵ/√ହሺ6
௫ାଵ െ 36௫ሻ ൒ െ2 

509. log√ଶሺ5
௫ െ 1ሻ log√ଶ

2√2
5௫ െ 1 ൐ 2 

510. logሺ1 ൅ 2௫ାଵሻ ൐
ሺݔ log 2ሻ log 4

log 8 ൅ log 3 

511. ඨlogଶ
3 െ ݔ2
1 െ ݔ ൏ 1 

512. ඥlogଷሺ9ݔ െ 3ሻ ൑ logଷ ൬ݔ െ
1
3൰ 

513. √9௫ ൅ 3௫ െ 2 ൒ 9 െ 3௫ 

514. logଵ/ଷሺlogସሺݔଶ െ 5ሻሻ ൐ 0 

515. 0,3
୪୭୥భ

య
୪୭୥మ

ଷ௫ା଺
௫మାଶ ൐ 1  

516. logସ/ଷ൫√ݔ ൅ 3 െ ൯ݔ ൐ 0 

517. logଵ/ଶ൫√5 െ ݔ െ ݔ ൅ 1൯ ൐ െ3 

୪୭୥మݔ .518 ௫ିଶ ൐
ݔ
4 

ሺ୪୭୥௫ሻమିଷݔ .519 ୪୭୥௫ାଵ ൐ 1000 

520. ඥݔ୪୭୥మ √௫ ൒ 2 

521. log௔ሺݔ െ 1ሻ ൅ log௔ ݔ ൐ 2 

522. 
1

5 െ log௔ ݔ
൅

2
1 ൅ log௔ ݔ

൏ 1, 0 ൏ ܽ ൏ 1 
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523. 
3 log௔ ݔ ൅ 6
log௔ଶ ݔ ൅ 2 ൐ 1 

524. log௔ሺ1 െ 8ܽି௫ሻ ൒ 2ሺ1 െ  ሻݔ

525. log୶ିଷሺݔ െ 1ሻ ൏ 2 

526. log௫ሺݔ ൅ 2ሻ ൐ 2 

527. logଶ௫ሺݔଶ െ ݔ5 ൅ 6ሻ ൏ 1 

528. log௫ାଷሺݔଶ െ ሻݔ ൏ 1 

529. logଷ௫ାହሺ9ݔଶ ൅ ݔ8 ൅ 2ሻ ൐ 2 

530. logଶ௫ାସሺݔଶ ൅ 1ሻ ൑ 1 

531. log௫
15

1 െ ݔ2 ൏ െ2 

532. log௫మሺ3 െ ሻݔ2 ൐ 1 

533. log୶మାଷ୶ሺݔ ൅ 3ሻ ൏ 1 

534. logଶ
ଷ|௫ିଶ|

2ଵି௫మ ൒ 0 

535. log
୪୭୥మቀ

ଵ
ଶ௫ቁ
ሺݔଶ െ ݔ10 ൅ 22ሻ ൐ 0 

௫మି௫ିଶ|ݔ| .536 ൏ 1 

537. ቚlogଶ
ݔ
6ቚ

௫మିଵ଼௫ାହ଺
൐ 1 

538. logହሺݔଶ ൅ 3ሻ
ଶݔ4 െ ݔ16 ൏ 0 

539. െ
log଴,ଷሺݔ െ 1ሻ
ݔ2√ െ ଶݔ ൅ 8

൒ 0 

540. 
log଴,ହ ݔ ൅ 2
ݔ2√ െ 1

൐ 0 

541. 
ଶݔ3 െ ݔ2 െ 1
logଷሺݔ െ 1ሻ ൏ 0 

542. 25.2௫ െ 10௫ ൅ 5௫ ൐ 25 
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543. logହ ݔ ൅ log௫
ݔ
3 ൐

ሺlogହ ሻሺ2ݔ െ logଷ ሻݔ
logଷ ݔ

 

544. 
1

logସ
ݔ ൅ 1
ݔ ൅ 2

൑
1

logସሺݔ ൅ 3ሻ 

VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
េƽះ្រǒយ្របពន័ធវសិមីករ 

545.  

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ඥሺݔ െ 8ሻሺ2 െ ሻݔ

log଴,ଷ ቆ
10
7 ሺlogଶ 5 െ 1ሻቇ

൒ 0

  2௫ିଷ െ 31 ൐ 0

 

546.  

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ඥlogଶ

ଶ ݔ െ 3 logଶ ݔ ൅ 2

logହ ቆ
1
3 ሺlogଷ 5 െ 1ሻቇ

൒ 0

ݔ   െ ݔ√ െ 2 ൒ 0

  

547. 
ቐ൬

1
81൰

଼ା୪୭୥ೌ ௫

൐ ൬
1
3൰

୪୭୥ೌమ ௫

0 ൏ ݔ ൏ 1
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៣. ្រតីេកណម្រត 

 

I. គណន 
548. េƽយដងឹថ sin ߙ ൅ cos ߙ ൌ ܽ គណន ក) |sin ߙ െ cosߙ|; ខ) sinସ ߙ ൅ cosସ  ߙ

549. េƽយដងឹថ tanߙ ൅ cot ߙ ൌ គណន ក) tanଶ ݌ ߙ ൅ cotଶ ខ)  tanଷ ; ߙ ߙ ൅ cotଷ  ߙ

550. គណន sin ቀగ
ଷ
െ ߙቁ  េបើ tanߙ ൌ െ ଷ

ସ
, ଷగ
ଶ
൏ ߙ ൏  ។ ߨ2

551. គណន cosሺ70° ൅ ሻ  េបើ sinሺ40°ߙ ൅ ሻߙ ൌ ܾ, 0 ൏ ߙ ൏ 45° ។ 

552. គណន sinሺߙ ൅ ߚ െ ሻ  េបើ sinߛ ߙ ൌ ଵଶ
ଵଷ
, cos ߚ ൌ ଼

ଵ଻
; sin ߛ ൌ ସ

ହ
;  0 ൏ ,ߙ ,ߚ ߛ ൏ గ

ଶ
 ។ 

553. គណន sin ߙ3 , cos ߙ3 , tan េបើ cot  ߙ3 ߙ ൌ 4/3, ߨ ൏ ߙ ൏ ଷ
ଶ
 ។ ߨ

 

គណន 

554. sin ߙ ൅ sin ߙ3
cos ߙ ൅ cos .555 ߙ3 cos ߙ4 െ cos ߙ2

sin ߙ2 ൅ sin ߙ4  

556. sin ߙ െ 3 sin ߙ2 ൅ sin ߙ3
cos ߙ െ 3 cos ߙ2 ൅ cos .557 ߙ3 2ሺsin ߙ2 ൅ 2 cosଶ ߙ െ 1ሻ

cos ߙ െ sin ߙ െ cos ߙ3 ൅ sin  ߙ3

558. cos
ߨ2
7 ൅ cos

ߨ4
7 ൅ cos

ߨ6
7  

559. cos 0 ൅ cos
ߨ
7 ൅ cos

ߨ2
7 ൅ڮ൅ cos

ߨ6
7  

560. េǕយ sin ߙ ൅ cosߙ ൌ 1,4, 0 ൏ ߙ ൏ గ
ସ
 ។ គណន  tan ఈ

ଶ
 ។ 

561. មំុ្រសួចវជិជមន ߙ, ,ߚ េផទȣងផទ ߛ ត់ទំនក់ទំនង  

tan
ߚ
2 ൌ

1
3 cot

ߙ
2 , cot

ߛ
2 ൌ

1
2 ቀ3 tan

ߙ
2 ൅ cot

ߙ
2ቁ 

គណន ߙ ൅ ߚ ൅  ។ ߛ

គណនេƽយមិនេ្របើǂǍង 

562. cos 292°30Ԣ               563. cosec 10° െ √3 sec 10°  

564. 2 cos 40° െ cos 20°
sin 20°  

565. െ2√2 sin 10° ൬2 sin 35° െ
sec 5°
2 െ

cos 40°
sin 5° ൰ 
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566. cosଶ 73° ൅ cosଶ 47° ൅ cos 73° cos 47°

567. sin 6° െ sin 42° െ sin 66° ൅ sin 78°

568. cosଶ 33° െ cosଶ 57°
sin 21° െ cos 21°  569. 6 cos 40° െ 8 cosଷ 40° 

570. tan଺ 20° െ 33 tanସ 20° ൅ 27 tanଶ 20° െ 3

571. cotଶ 36° cotଶ 72° 

572. គណន 

ܣ ൌ tan଺
ߨ
18 ൅ tan଺

ߨ5
18 ൅ tan଺

ߨ7
18 

573. គណន 

ܲ ൌ ቀ1 െ 4 cosଶ
ߨ

1999ቁ ൬1 െ 4 cosଶ
ߨ2
1999൰ ൬1 െ 4 cosଶ

ߨ3
1999൰…൬1 െ 4 cosଶ

ߨ999
1999൰ 

II. សមភព 
បង្ហ ញសមភព 

574. sin଺ ߙ ൅ cos଺ ߙ ൅ 3 sinଶ ߙ cosଶ ߙ ൌ 1

575. sinଶ ߙ െ tanଶ ߙ
cosଶ ߙ െ cotଶ ߙ ൌ tan଺  ߙ

576. េǕយ ߙ, ,ߚ ជមំុៃន្រតេីកណ។ ចូរបង្ហ ߛ ញថ sin ߙ sin ߚ െ cos ߛ ൌ cos ߙ cos   ។ ߚ

បង្ហ ញសមភព 

577. ሺcos ߙ ൅ sin ሻଶߙ ൌ 1 ൅ sin ߙ2

578. 1 െ sin ߙ ൌ 2 sinଶ ቀ
ߨ
4 െ

ߙ
2ቁ 

579. 
1 െ 2 sinଶ ߙ

2 cot ቀ4ߨ ൅ ቁߙ cosଶ ቀ4ߨ െ ቁߙ
ൌ 1 

580. 1 െ 2 sinଶ ߚ
1 ൅ sin ߚ2 ൌ

1 െ tanߚ
1 ൅ tanߚ 

581. tan ቀ
ߨ
4
൅ ቁߙ ൌ

1 ൅ sin ߙ2
cos ߙ2

 

582. cos ߙ ൅ sin ߙ
cos ߙ െ sin ߙ ൌ tan2ߙ ൅ sec  ߙ2

583. sinସ ߙ ൅ 2 sin ߙ cosߙ െ cosସ ߙ
tan ߙ2 െ 1 ൌ cos  ߙ2
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584. 
sinሺߙ െ ሻߚ sinሺߙ ൅ ሻߚ
1 െ tanଶ ߙ cotଶ ߚ ൌ െcosଶ ߙ sinଶ  ߚ

585. 3 െ 4 cos ߙ2 ൅ cos ߙ4 ൌ 8 sinସ  ߙ

586. cosସ ߙ ൌ
1
8 cos ߙ4 ൅

1
2 cos ߙ2 ൅

3
8 

587. sinସ ߙ ൅ cosସ ߙ ൌ
1
2
ሺ1 ൅ cosଶ  ሻߙ2

588. 4ሺsin଺ ߙ ൅ cos଺ ሻߙ ൌ 1 ൅ 3 cosଶ  ߙ2

589. 8 ቀsin଼
ߙ
2 ൅ cos଼

ߙ
2ቁ ൌ 1 ൅ 6 cosଶ ߙ ൅ cosସ  ߙ

 

បង្ហ ញសមភព 

590. 
2 sin ߙ ൅ sin ߙ4
2ሺcos ߙ ൅ cos ሻߙ3 ൌ tan ߙ2 cosߙ 

591. cosସ ߙ െ sinସ ߙ ൅ sin ߙ2 ൌ √2 cos ቀ2ߙ െ
ߨ
4ቁ 

592. cosଶ ߙ ൅ cosଶ ቀ
ߨ
3 ൅ ቁߙ ൅ cosଶ ቀ

ߨ
3 െ ቁߙ ൌ

3
2 

593. sinଶ ߙ ൅ cos ቀ
ߨ
3 െ ቁߙ cos ቀ

ߨ
3 ൅ ቁߙ ൌ

1
4 

594. logଵ/ଷሾcosଶሺߙ ൅ ሻߚ ൅ cosଶሺߙ െ ሻߚ െ cos ߙ2 cos ሿߚ2 ൌ 0 

595. cotଶ ߙ2 െ 1
2 cot ߙ2 െ cos ߙ8 cot ߙ4 ൌ sin  ߙ8

596. 16 sin 10° sin 30° sin 50° sin 70° ൌ 1 

597. sinଶ ߙ cosସ ߙ ൌ
1
16 ൅

1
32 cos ߙ2 െ

1
16 cos ߙ4 െ

1
32 cos  ߙ6

598. sin ߙ9 ൅ 3 sin ߙ7 ൅ 3 sin ߙ5 ൅ sin ߙ3 ൌ 8 sin ߙ6 cosଷ  ߙ

599. tanሺߙ െ ሻߚ ൅ tanሺߚ െ ሻߛ ൅ tanሺߛ െ ሻߙ ൌ tanሺߙ െ ሻߚ tanሺߚ െ ሻߛ tanሺߛ െ  ሻߙ

600. √1 ൅ sin ߙ െ √1 െ sin ߙ ൌ 2 sin
ߙ
2 ; 0 ൑ ߙ ൑

ߨ
2 

601. ចូរបង្ហ ញថ  

1
2 2 ... 2 2 cos

2n
π
+

+ + + =  (កនងុេនះមនឬស n ដង) 
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ចំេពះ n N∈  
602.  េគេǕយ ចំននួគត់វជិជមន ݊ ។ ចូរបង្ហ ញថ មនពហុធ ௡ܶមួយ ែដល 

( )cos cosnnx T x=  ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ ݔ ។ ពហុធ ௡ܶ េនះ េគេȄថ ពហុធ 

Tchebychev។ 

603.  េគេǕយចំននួពតិ ݔ េផទȣងផទ ត់ 

൫3 ൅ 2√2൯
௫
ൌ ൫√2 െ 1൯

௫
൅ 3 

ចូរបង្ហ ញថ ൫√2 ൅ 1൯
௫
ൌ 2 cos గ

ଽ
 

604.  ចូរបង្ហ ញថ  

sinଶ
ߨ
7 ൅ sinଶ

ߨ2
7 ൅ sinଶ

ߨ3
7 ൌ

7
4 

III. សមកីរ 
េƽះ្រǒយសមីករ 

605. cosሺ1,5ߨ ൅ ሻݔ ൌ √2 sinሺݔ ൅ ሻߨ cos ݔ

606. 2 sin ݔ cos ݔ ൅ √3 െ 2 cos ݔ െ √3 sin ݔ ൌ 0
607. sin ݔ2 ൌ ሺcos ݔ െ sin ሻଶݔ 608. tanଷ ݔ3 െ 2 sinଷ ݔ3 ൌ 0 

609. 2 tan ݔ cos ݔ ൅ 1 ൌ 2 cos ݔ ൅ tan ݔ

610. sin ݔ ൅ cosଶ ݔ ൌ 1/4 611. 3 cos ݔ ൌ 2 sinଶ ݔ

612. 6 cosଶ ݔ ൅ 13 sin ݔ ൌ 12 613. 3 cosଶ ݔ െ 4 cos ݔ െ sinଶ ݔ െ 2 ൌ 0

614. cosସ
ݔ
5 ൅ sinଶ

ݔ
5 ൌ 1 615. sin ݔ െ

|2 cos ݔ െ 1|
2 cos ݔ െ 1 sinଶ ݔ ൌ sinଶ  ݔ

616. tanଶ ݔ െ 4 tan ݔ ൅ 3 ൌ 0 617. 2 tan ݔ െ 2 cot ݔ ൌ 3 

618. √3
cosଶ ݔ ൌ 4 tan .619 ݔ 1

sinଶ ݔ ൌ cot ݔ ൅ 3 

620. 2 cos ݔ ൫cos ݔ െ √8 tan ൯ݔ ൌ 5 

621. ቀcos
ߨ
4 െ sin

ߨ
6ቁ

ሺsec ݔ ൅ tan ሻݔ ൌ sin
ߨ
4 cos  ݔ

622. logଶሺ3 sin ሻݔ െ logଶ cos ݔ െ logଶሺ1 െ tan ሻݔ െ logଶሺ1 ൅ tan ሻݔ ൌ 1 

623. sinସ ݔ2 ൅ cosସ ݔ2 ൌ sin ݔ2 cos ݔ2

624. sinସ ݔ ൅ cosସ ݔ െ 2 sin ݔ2 ൅
3
4 sin

ଶ ݔ2 ൌ 0 

625. sinସ ݔ ൅ cosସ ݔ ൅ sin ݔ2 ൅ ܽ ൌ 0

626. 1
sinଶ ݔ cosଶ ݔ ൅

2
sin ݔ cos ݔ െ 4 ൌ 0 
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627. tan ݔ5 ൅ 2 sin ݔ10 ൌ 5 sin  ݔ5

628. cos ݔ2 െ 3 sin ݔ ൅ 2 ൌ 0 

629. cosሺ10ݔ ൅ 12ሻ ൅ 4√2 sinሺ5ݔ ൅ 6ሻ ൌ 4 

630. 6 sinଶ ݔ ൅ 2 sinଶ ݔ2 ൌ 5 

631. cosଷ ݔ ൅ cosଶ ݔ െ 4 cosଶ
ݔ
2 ൌ 0 

632. 4 cos ݔ ሺ2 െ 3 sinଶ ሻݔ ൌ െሺ1 ൅ cos  ሻݔ2

633. tanଷ ݔ െ 1 ൅
1

cosଶ ݔ െ 3 cot ቀ
ߨ
2 െ ቁݔ ൌ 3 

634. 8 cosସ ݔ െ 8 cosଶ ݔ െ cos ݔ ൅ 1 ൌ 0 

635. sin ݔ ൌ 5 cos sin .636 ݔ ݔ െ cos ݔ ൌ 0 

637. sin ݔ ൅ cos ݔ ൌ 0 638. |sin |ݔ ൌ sin ݔ ൅ 2 cos  ݔ

639. cosଶ ݔ െ 4 sin ݔ cos ݔ ൌ 0 

640. sin ݔ ൅ sin ݔ2 ൌ cos ݔ ൅ 2 cosଶ  ݔ

641. sin ݔ2 െ sinଶ ݔ ൌ 2 sin ݔ െ 4 cos  ݔ

642. tan ݔ ൅ sinሺߨ ൅ ሻݔ ൌ 2 sinଶ
ݔ
2 

643. ሺ1 ൅ sin ሻሺcosݔ2 ݔ െ sin ሻݔ ൌ cos ݔ ൅ sin  ݔ

644. 3ሺcos ݔ െ sin ሻݔ ൌ 1 ൅ cos ݔ2 െ sin  ݔ2

645. sinଶ ݔ ൅ 3 sin ݔ cos ݔ ൅ 2 cosଶ ݔ ൌ 0 

646. 2 cosଶ ݔ ൅ 3 sin ݔ2 െ 8 sinଶ ݔ ൌ 0 

647. 3 sinଶ ݔ ൅ 5 cosଶ ݔ െ 2 cos ݔ2 െ 4 sin ݔ2 ൌ 0 

648. 2 sinଶ ݔ െ 5 sin ݔ cos ݔ െ 8 cosଶ ݔ ൌ െ2 

649. 1
cos ݔ ൌ 4 sin ݔ ൅ 6 cos sinଷ .650 ݔ ݔ ൅ 4 cosଷ ݔ ൌ 0 

651. sinଶ ݔ ሺ1 ൅ tan ሻݔ ൌ 3 sin ݔ ሺcos ݔ െ sin ሻݔ ൅ 3 

652. sinସ ݔ ൅ sinଷ ݔ cos ݔ ൅ sinଶ ݔ cosଶ ݔ ൅ sin ݔ cosଷ ݔ ൅ cosସ ݔ ൌ 1 

653. √3
2 cos ݔ ൅

1
2 sin ݔ ൌ

√3
2  654. √3 sin ݔ ൅ cos ݔ ൌ √2 

655. sin ݔ5 ൌ √3ሺ1 ൅ cos ሻ 656. cosݔ5 ݔ ൅ sin ݔ ൌ 1 
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657. sin ݔ ൅ cos ݔ cot
ݔ
2 ൌ െ√3 658. sin|ݔ| tan ݔ5 ൌ cos  ݔ

659. ൫sin ݔ2 ൅ √3 cos ൯ݔ2
ଶ
െ 5 ൌ cos ቀ

ߨ
6 െ  ቁݔ2

660. cos ݔ6 ൅ tanଶ ݔ ൅ cos ݔ6 tanଶ ݔ ൌ 1 

661. tan ݔ2 ൅ tan ݔ
1 െ tan2ݔ tan ݔ ൌ െ1 662. tan ݔ3 െ tan2ݔ

1 ൅ tan ݔ3 tan2ݔ ൌ 1 

663. 2 tan ݔ3 െ 3 tan2ݔ ൌ tanଶ ݔ2 tan  ݔ3

664. cot ݔ ൅ cot 15° ൅ cotሺݔ ൅ 25°ሻ ൌ cot 15° cot ݔ cotሺݔ ൅ 25°ሻ 

665. sin ݔ ൅ tan
ݔ
2 ൌ 0 666. 1 ൅ cos ݔ ൅ tan

ݔ
2 ൌ 0 

667. tan ݔ2 ൅ cot ݔ ൌ 4 sin 15 .668 ݔ2 cot
ݔ
2 ൅ 130 sin ݔ ൌ

53
3 tan

ݔ
2 

669. 59
4 cos ݔ ൅ 6 sin ݔ tan

ݔ
2 ൌ 4 tan ݔ cot

ݔ
2 

670. 2 sinଶ ቀݔ െ
ߨ
4ቁ ൌ 2 sinଶ ݔ െ tan  ݔ

671. cos ݔ3 ൌ െ2 cos cos .672 ݔ ݔ9 െ 2 cos ݔ6 ൌ 2 

673. cos ݔ4 ൌ cosଶ 3 .674 ݔ3 sin
ݔ
3 ൌ sin  ݔ

675. sin ݔ6 ൅ 2 ൌ 2 cos sin .676 ݔ4
3
2
ݔ ൅ 3 sin ݔ ൌ 3 sin

ݔ
2
 

677. sin ൬
ߨ
4 ൅

3
2 ൰ݔ ൌ 2 sin ൬

ߨ3
4 ൅

ݔ
2൰ 

678. 3 cos ݔ ൅ 3 sin ݔ ൅ sin ݔ3 െ cos ݔ3 ൌ 0 

679. ܽ cos ݔ ൅ ܾ sin ݔ ൌ ܿ,  ܽଶ ൅ ܾଶ ് 0 

680. sin ݔ ൅ sin ቀݔ ൅
ߨ
4ቁ ൌ 0 681. sin ݔ4 െ sin ݔ2 ൌ 0 

682. sinଶ ݔ െ cosଶ ݔ ൌ cos
ݔ
2 683. cos ݔ2 െ cos ݔ6 ൌ 0 

684. cosሺ3ݔ െ ሻߨ4 ൌ sinሺߨ െ ሻ 685. sinݔ ଶݔߨ ൌ sin ଶݔሺߨ ൅  ሻݔ2

686. sin ቀݔ െ
ߨ
6ቁ െ sin ൬ݔ ൅

ߨ2
3 ൰ ൌ cos ቀݔ ൅

ߨ
4ቁ 

687. 1 ൅ sin ݔ2 ൌ ሺsin ݔ3
െ cos ሻଶݔ3 688. cos ݔ5 ൅ cos ݔ7 ൌ cosሺߨ ൅  ሻݔ6

689. cos ݔ െ cos ݔ3 ൌ 2√3 sinଶ sin .690 ݔ ݔ ൅ sin ݔ3 ൅ 4 cosଷ ݔ ൌ 0 
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691. cos ݔ െ cos ݔ2 ൌ sin sin .692 ݔ3 ݔ ൅ 2 sin ݔ2 ൌ െsin  ݔ3

693. sin ݔ ൅ sin ݔ2
sin ݔ3 ൌ െ1 694. √2 sin ݔ10 ൅ sin ݔ2 ൌ cos  ݔ2

695. cot ݔ sin ݔ2 െ cos ݔ2 ൌ 1 

696. tan ݔ2 cos ݔ3 ൅ sin ݔ3 ൅ √2 sin ݔ5 ൌ 0 

697. 2 sin ቀݔ ൅
ߨ
3ቁ ൅ 2 cos ቀ

ݔ
2 ൅

ߨ
4ቁ ൌ 3 sin ቀ

ݔ
4 ൅

ߨ
8ቁ ൅ √3 cos ቀ

ݔ
4 ൅

ߨ
8ቁ 

698. sin ݔ ൅ sin ݔ2 ൅ sin ݔ3 ൅ sin ݔ4 ൌ 0 

699. cos ݔ9 െ cos ݔ7 ൅ cos ݔ3 െ cos ݔ ൌ 0 

700. cos ݔ5 െ sin ݔ5 ൌ sin ݔ7 െ cos  ݔ7

701. sin ݔ7 ൅ cosଶ ݔ2 ൌ sinଶ ݔ2 ൅ sin  ݔ

702. cos ݔ2 െ sin ݔ3 െ cos ݔ8 ൌ sin ݔ10 െ cos  ݔ5

703. sin ݔ ൅ sin ݔ2 ൅ sin ݔ3 ൌ 1 ൅ cos ݔ ൅ cos  ݔ2

704. 5 sin ݔ ൅ 6 sin ݔ2 ൅ 5 sin ݔ3 ൅ sin ݔ4 ൌ 0 

705. cosec ݔ െ cosec ݔ2 ൌ cosec  ݔ4

706. tan ݔ3 െ tan ݔ ൌ 0 707. tan ݔ ൅ tan2ݔ െ tan ݔ3 ൌ 0 

708. cos ݔ3 cos ݔ6
ൌ cos ݔ4 cos sin .709 ݔ7 ݔ2 sin ݔ6 ൌ cos ݔ cos  ݔ3

710. cos ݔ3 sin ݔ7
ൌ cos ݔ2 sin sin .711 ݔ8 ݔ5 cos ݔ3 ൌ sin ݔ6 sin  ݔ2

712. sin ቀݔߨ ൅
ߨ
4ቁ sin ቀݔߨ െ

ߨ
12ቁ ൌ

1
2 

713. sinଶ ݔ ൅ sinଶ ݔ2 ൌ sinଶ  ݔ3

714. cosଶ ݔ ൅ cosଶ ݔ2 cosଶ ݔ3 ൅ cosଶ ݔ4 ൌ 2 

715. sin ݔ7 ൅ sin ݔ9 ൌ 2 ቂcosଶ ቀ
ߨ
4 െ ቁݔ െ cosଶ ቀ

ߨ
4 ൅  ቁቃݔ2

716. sinଶ ݔ2 ൅ sinଶ ݔ ൌ
9
16 

717. sin ݔ ൅ sin ݔ2 ൅ sin ݔ3 ൌ
1
2 cot

ݔ
2 
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718. cos ݔ ൅ cos ݔ2 ൅ cos ݔ3 ൌ െ0,5 

719. sinଷ ݔ cos ݔ3 ൅ cosଷ ݔ sin ݔ3 ൅ 0,375 ൌ 0 

720. cosଷ ݔ cos ݔ3 ൅ sinଷ ݔ sin ݔ3 ൌ
√2
4  

721. sin ݔ sin ቀ
ߨ
3 െ ቁݔ sin ቀ

ߨ
3 ൅ ቁݔ ൌ

1
8 

722. 8 cos ݔ cos ቀ
ߨ
3
െ ቁݔ cos ቀ

ߨ
3
൅ ቁݔ ൅ 1 ൌ 0 

723. tan ݔ tan ቀݔ ൅
ߨ
3ቁ tan ൬ݔ ൅

ߨ2
3 ൰ ൌ √3 

724. sin ݔ3 ൌ 4 sin ݔ cos sin .725 ݔ2 ݔ3 cos ݔ ൌ 1,5 tan  ݔ

726. tan ݔ cot ݔ3 ൌ 4 727. 6 tan ݔ ൅
5

tan3ݔ ൌ tan  ݔ2

728. sin ݔ cos ݔ sin ݔ3 െ cos ݔ3 sinଶ ݔ ൌ 6 cot  ݔ

729. 2 sin ݔ3 sin ݔ ൅ ൫3√2 െ 1൯ cos ݔ2 ൌ 3 

730. 2 cos ݔ4 ൅ 5 cos ݔ2 െ 1 ൌ 2 sinଶ  ݔ

731. 2 ൅ cos ݔ4 ൌ 5 cos ݔ2 ൅ 8 sin଺  ݔ

732. tanଶ ݔ ൅ cos ݔ4 ൌ 0 

733. tan ݔ ൅ cot ݔ െ cos ݔ4 ൌ 3 

734. sin ݔ2 െ 12ሺsin ݔ െ cos ሻݔ ൅ 12 ൌ 0 

735. 
1

sin ݔ ൅
1

sin ቀݔ െ ߨ3
2 ቁ

ൌ 4 sin ൬ݔ ൅
ߨ5
4 ൰ 

736. 1 ൅ tan ݔ ൌ 2√2 sin  ݔ

737. sin ቀݔ ൅
ߨ
4ቁ ൌ

1
√2

ሺ1 െ sin ݔ cos  ሻݔ

738. sin ݔ ൅ sinଶ ݔ ൅ cosଷ ݔ ൌ 0 

739. sin
ݔ√
2 ൅ cos

ݔ√
2 ൌ √2 sin√ݔ 

740. sinଶ ݔ ൅ 2 tanଶ ݔ ൅
4
√3

tan ݔ െ sin ݔ ൅
11
12 ൌ 0 
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741. 8 cos ݔ ൅ 6 sin ݔ െ cos ݔ2 െ 7 ൌ 0 

742. sinସ ݔ ൅ sinସ ቀ
ݔ
2 ൅

ߨ
8ቁ ൅ cosସ ݔ ൌ 0,5 sinଶ  ݔ2

743. ቀcos
ݔ
4 െ 2 sin ቁݔ sin ݔ ൅ ቀ1 ൅ sin

ݔ
4 െ 2 cos ቁݔ cos ݔ ൌ 0 

744. 3sin ݔ3 ൌ cos ݔ4 െ sin ݔ9 െ cos  ݔ10

745. tan ݔ ൅
1
9 cot ݔ ൌ

ඨ 1
cosଶ ݔ െ 1 െ 1 

746. sin ݔ ൅ √3 cos ݔ ൌ ට2 ൅ cos ݔ2 ൅ √3 sin  ݔ2

747. √2 cos ݔ2 ൅ 2 ൌ
3

√1 ൅ 4 cos ݔ2
 

748. √sin ݔ ൅ √2ర cos ݔ ൌ 0 

749. sin ݔ ൅ √cos ݔ ൌ 0 

750. 2 cos ݔ ൌ √2 ൅ 2 sin  ݔ2

751. ඥcosଶ ݔ െ cosଶ ݔ3 ൌ sin  ݔ2

752. sin ݔ ൅ √3 cos ݔ ൌ ට0,5 ൅ cos ቀ
ߨ
6 െ  ቁݔ

753. √1 ൅ 4 sin ݔ cos ݔ ൌ cos ݔ െ sin  ݔ

754. √cos ݔ2 െ sin ݔ4 ൌ sin ݔ െ cos  ݔ

755. ඨ1 ൅ tanݔ
1 െ tan ݔ ൌ sin ݔ ൅ cos  ݔ

756. 4 sin ݔ3 ൅ 3 ൌ √2 sin ݔ3 ൅ 2 

757. √13 െ 18 tan ݔ ൌ 6 tan ݔ െ 3 

758. ඥ1 ൅ 8 sin ݔ2 cosଶ ݔ2 ൌ 2 sinሺ3ݔ ൅  4ሻ/ߨ

759. 2√3 sin ݔ ൌ
3 tan ݔ

2√sin ݔ െ 1
െ √3 

760. ට√3 cos ݔ ൅ sin ݔ െ 2 ൅ ඨcot ݔ3 ൅ sinଶ ݔ െ
1
4 ൌ sin

ݔ3
2 ൅

1
√2
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761. logହ tan ݔ ൌ ሺlogହ 4ሻ logସሺ3 sin  ሻݔ

762. logଽ sin ݔ2 ൌ logଷ ඨ
sin ݔ
5  

763. 2ୡ୭ୱଶ௫ ൌ 3.2ୡ୭ୱమ ௫ െ 4 

764. cot 2௫ ൌ tan 2௫ ൅ 2 tan2௫ାଵ 

ଷୱ୧୬ଶ௫ାଶݔ .765 ൌ  ݔ√

 

766. េតើសមីករ 1 ൅ cos ݔ2 ൅ sin ݔ2 ൌ 0 នងិសមីករ 

1 ൅
1 െ tanଶ ݔ
1 ൅ tanଶ ݔ ൅

2 tan ݔ
1 ൅ tanଶ ݔ ൌ 0 

ដចូគន ែដររេឺទ? 

767. ចូរកនំត់តៃំល ݌ េដើមបីេǕយសមីករ ඥ݌ cos ݔ െ 2 sin ݔ ൌ √2 ൅ ඥ2 െ  មនចំេលើយ។ ݌

768. ចូរកនំត់តៃំល ܽ, ܾ េដើមបីេǕយសមីករខងេ្រកមពតិចំេពះ្រគប់ ݔ  
ܽሺcos ݔ െ 1ሻ ൅ ܾଶ ൌ cosሺܽݔ ൅ ܾଶሻ െ 1 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

769. ൜
ݔ െ ݕ ൌ ߨ6,5
3 cosଶ ݔ െ 12 cos ݕ ൌ െ4 

770. 

ە
۔

ݔۓ ൅ ݕ ൌ
2
ߨ3

sin ݔ
sin ݕ ൌ 2

 

771. ൜ݔ ൅ ݕ ൌ 4/ߨ
cos ݔ ൅ cos ݕ ൌ ܽ 

772. ൜
sin ݔ3 cos ݕ2 ൌ 2௔ െ cos ݔ3 sin ݕ2
cosሺݔ െ ሻݕ ൌ 0,5  

773. 

ە
ۖ
۔

ۖ
sinۓ ݔ sin ݕ ൌ

√3
4

cos ݔ cos ݕ ൌ
√3
4

 

774. ൜tan ݔ ൅ tan ݕ ൌ 2
cos ݔ cos ݕ ൌ 0,5  

775. ൝sin ݔ cos ݕ ൌ
1
4

3 tan ݔ ൌ tan ݕ
 

776. ൜tan ݔ െ 2 sin ݕ ൌ െ2
5 tan ݔ ൅ 2 sin ݕ ൌ െ4 
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777. ൜4 sin ݕ െ 6√2 cos ݔ ൌ 5 ൅ 4 cosଶ ݕ
cos ݔ2 ൌ 0

 

778. ൞

1
sin ݔ െ cos ݕ ൌ

ܽ ൅ 3
3

sin ݔ cos ݕ ൌ െ
ܽ
3

 

779. ቐ
1

cos ݔ െ tan ݕ ൌ 2ܽ ൅ 2

tanݕ ൅ ሺܽଶ ൅ 2ܽሻ cos ݔ ൌ 0
 

780. ቊ
sinଶሺെ2ݔሻ െ ൫3 െ √2൯ tan ݕ5 ൌ ൫3√2 െ 1൯/2
൫3 െ √2൯ sinሺെ2ݔሻ ൅ tanଶ ݕ5 ൌ ൫3√2 െ 1൯/2

 

 
781. េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

൜tan
ଶ ݔ ൅ tanଶ ݕ ൅ tanଶ ݖ ൌ ݉ଶ

tanଷ ݔ ൅ tanଷ ݕ ൅ tanଷ ݖ ൌ ݉ଷ 

V. វសិមភព 
782.  ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 0 ൑ ݔ ൑ గ

ଶ
; గ
଺
൏ ߙ ൏ గ

ଷ
 េគមន 

tan ൬
ߨ sin ݔ
4 sin ൰ߙ ൅ tan ቀ

ߨ cos ݔ
4 cos  ቁߙ ൐ 1 

783.  េគេǕយ្រតេីកណមិនែកង ܥܤܣ ។ ចូរបង្ហ ញថ 
 3 tanଶ ܣ tanଶ ܤ tanଶ ܥ െ 5ሺtanଶ ܣ ൅ tanଶ ܤ ൅ tanଶ ሻܥ ൑ 9 ൅ tanଶ ܤ tanଶ ܥ ൅
tanଶ ܥ tanଶ  ܣ
784.  ចូរបង្ហ ញថ 

1 െ sin ߨ
14

2 sin ߨ
14

൐ ට3 cos
ߨ
7 

785.  េគេǕយ 2݊ ចំននួពតិ  ݔଵ; ;ଶݔ … ; ଶ௡ݔ א ቂ
గ
଺
, గ
ଶ
ቃ ចូរកនំត់តៃំលតចូបំផុតៃន ݊ א Գכ ែដល 

ܻ ൌ ൭෍sin ௜ݔ

ଶ௡

௜ୀଵ

൱൭෍
1

sin ௜ݔ

ଶ௡

௜ୀଵ

൱ ൌ 1800 

786.  គណនតៃំលធបំំផុតៃន 

ܶ ൌ tan
ܣ
4 tan

ܤ
4 tan

ܥ
4 

ែដល ܣ, ,ܤ  ជមំុបីៃន្រតេីកណមួយ។ ܥ
787.  ǂង ݊ ជចំននួគត់ធមមជត ិនងិចំននួពតិ ݔ ែដល 0 ൏ ሺ݊ ൅ 1ሻݔ ൏ ចូរបង្ហ 2/ߨ ញថ 

ሺ1 െ cos௡ ሻሺ1ݔ ൅ cos௡ ሻݔ ൏ tan݊ݔ sin  ݔ
788.  េគេǕយ ܣ, ,ܤ ជមំុកនងុៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ܥ ញថ 

27 ൬tan
ܣ
2 tan

ଶ ܤ
2 ൅ tan

ܤ
2 tan

ଶ ܥ
2 ൅ tan

ܥ
2 tan

ଶ ܣ
2൰ ൏ 4 ൬cot

ܣ
2 ൅ cot

ܤ
2 ൅ cot

ܥ
2൰ 

789.  ǂង ܣ, ,ܤ ។ គណនតៃំលធបំំផុតៃន sin ܥܤܣ ជមំុៃន្រតេីកណ ܥ   េបើ ܥ
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sinଶ ܣ ൅ sinଶ ܤ
sinଶ ܥ ൌ ݉, ݉ ൐

1
2 

790.  េគេǕយ អនគុមន ៍݂ሺݔሻ ែដល ݂ሺtan ሻݔ2 ൌ tanସ ݔ ൅ cotସ ។ ចូរបង្ហ ݔ ញថ ݂ሺsin ሻݔ ൅

݂ሺcos ሻݔ ൒ 196 ។ 

791.  េគេǕយ្រតេីកណ ܥܤܣ មន ܣ ൐ ܤ ൐  ។ គណនតៃំលតចូបំផុតៃន ܥ

ݕ ൌ ඨݔ െ sin ܣ
ݔ െ sin ܥ ൅

ඨݔ െ sinܤ
ݔ െ sin ܥ െ 1 

 

VI. វសិមកីរ 
េƽះ្រǒយវសិមីករ 

792. 2 sinଶ ݔ ൅ √3 sin ݔ െ 3 ൐ 0
793. cos ݔ2 ൅ 5 cos ݔ ൅ 3 ൒ 0

794. tanଶ ݔ ൅ ൫2 െ √3൯ tan ݔ െ 2√3 ൏ 0

795. cotଶ ݔ ൅ cot ݔ ൒ 0 

796. 2൫√2 െ 1൯ sin ݔ െ 2 cos ݔ2 ൅ 2 െ √2 ൏ 0

797. cos ݔߨ ൅ sin ቀݔߨ െ
ߨ
4ቁ ൐ 0 

798. cosଷ ݔ sin ݔ3 ൅ cos ݔ3 sinଷ ݔ ൏
3
8
 

799. cos ݔ cos ݔ2 cos ݔ3 ൑ 0 

800. sinସ
ݔ
3
൅ cosସ

ݔ
3
൐
1
2
 

801. sin଺ ݔ ൅ cos଺ ݔ ൐
5
8 

802. 8sin଺ ݔ െ cos଺ ݔ ൐ 0 

803. tan ݔ tan ݔ3 ൏ െ1 

804. 3 sin ݔ2 െ 1 ൐ sin ݔ ൅ cos  ݔ

805. sin ݔ2 ൐ √2 sinଶ ݔ ൅ ൫2 െ √2൯ cosଶ ݔ , 0 ൏ ݔ ൏  ߨ2

806. |sin |ݔ ൐ cosଶ  ݔ

807. √5 െ 2 sin ݔ ൒ 6 sin ݔ െ 1 
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808. 1 െ cos ݔ ൏ tan ݔ െ sin  ݔ

809. 9ଵାୱ୧୬మ గ௫ ൅ 30.9ୡ୭ୱమ గ௫ ൑ 117 

 

VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
810. ចូរកនំត់ ݉ េដើមបីេǕយ្របពន័ធមនរសឺែតមួយគត់ 

൜ሺ4 െ 6݉ሻ sinଷ ݔ ൅ 3ሺ2݉ െ 1ሻ sin ݔ ൅ 2ሺ݉ െ 2ሻ sinଶ ݔ . cos ݔ െ ሺ4݉ െ 3ሻ cos ݔ ൌ 0
0 ൑ ݔ ൑ 4/ߨ  
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៤. ពហុធ 

 

I. គណន 
811. កនំត់ពហុធ ܲሺݔሻ ែដលេផទȣងផទ ត់លកខខណ្ឌ  

ܲሺݑଶ െ ଶሻݒ ൌ ܲሺݑ ൅ .ሻݒ ܲሺݑ െ  ሻݒ
ចំេពះ្រគប់ ݑ, ݒ א Թ  ។ 

812. កនំត់ពហុធ ܲሺݔሻ ែដលេផទȣងផទ ត់លកខខណ្ឌ  
ܲሺݔ ൅ 1ሻ ൌ ܲሺݔሻ ൅ ݔ2 ൅ 1 

ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ  ។ 

813. កនំត់ពហុធ ܲሺݔሻ ែដលេផទȣងផទ ត់លកខខណ្ឌ  
ܲሺሺݔ ൅ 1ሻଶሻ ൌ ܲሺݔଶሻ ൅ ݔ2 ൅ 1 

ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ  ។ 

814. (កǁƽ ១៩៧០) 
េគេǕយពហុធ 

݂ሺݔሻ ൌ ௡ݔ ൅ ܽଵݔ௡ିଵ ൅ ܽଶݔ௡ିଶ ൅ ൅ڮ ܽ௡ିଵݔ ൅ ܽ௡ 
ែដលមនេមគុណ ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ ជចំនួនគត់ េហើយេƽយដងឹថមនចំននួគត់បួនេផƞងគន  ܽ, ܾ, ܿ នងិ 

݀ ែដល 
݂ሺܽሻ ൌ ݂ሺܾሻ ൌ ݂ሺܿሻ ൌ ݂ሺ݀ሻ ൌ 5 

ចូរបង្ហ ញថ គម នចំននួគត់ ݇ មួយែដល ݂ሺ݇ሻ ൌ 8 ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



62 ៤. ពហុធ | លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត 

 

 

 

 



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | I. គណន 63 

 

៥. សមកីរអនុគមន ៍

 

I. គណន  
815. ចូរកនំត់្រគប់អនគុមន ៍݂: Թ ՜ Թ ែដលេផទȣងផទ ត់លកខខណ្ឌ   

݂ሺ݂ሺݔሻ ൅ 1ሻ ൌ 1 െ  ݔ
݂൫݂ሺݔሻ൯ ൌ  ݔ

ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ ។ 

816. េគេǕយអនគុមន៍݂ : Գכ ՜  Թ ែដលេផទȣងផទ ត់ 

a) ݂ሺ1ሻ ൌ 2 
b) ចំេពះ្រគប់ ݊ ൐ 1 

݂ሺ1ሻ ൅ ݂ሺ2ሻ ൅ ൅ڮ ݂ሺ݊ሻ ൌ ݊ଶ݂ሺ݊ሻ 
ចូរកនំត់ ݂ሺ݊ሻ ។ 

817. េគេǕយចំននួគត់វជិជមន ݊ ។ ចូរកនំត់អនគុមន ៍݂: Թ ՜ Թ ែដលេផទȣងផទ ត់ 
݂൫݂ݔሺݕሻ൯ ൌ  ሻ൯ݕ௡݂൫݂ሺݔ

ចំេពះ្រគប់ ݔ, ݕ א Թ  ។ 

818. េគេǕយេថរចំននួពតិបី ܽ, ܾ, ܿ ែដលមិនសូនយទំងបី្រពមគន ។ ចូរកនំត់អនគុមន ៍݂:Թ ՜ Թ  ែដល 
݂ܽሺݔଶ ൅ ሻݖݕ ൅ ܾ݂ሺݕଶ ൅ ሻݔݖ ൅ ݂ܿሺݖଶ ൅ ሻݕݔ ൌ 0 

 ចំេពះ្រគប់ ݔ, ,ݕ ݖ א Թ ។ 

819. ចូរកនំត់លកខខណ្ឌ េលើចំននួវជិជមន ݌, េដើមបីេǕយេគǕចរកបននវូអនគុមន ៍݂: Թା ݍ ՜ Թା 

ែដល 
݂൫݂ݔሺݕሻ൯ ൌ  ௤ݕ௣ݔ

ចំេពះ្រគប់ ݔ, ݕ א Թା ។ 

820. ចូរកនំត់្រគប់អនគុមន ៍݂: Ժ ՜ Ժ ែដល 
݂ሺ݉ ൅ 19ሻ ൒ ݂ሺ݉ሻ ൅ 19 
݂ሺ݉ ൅ 99ሻ ൑ ݂ሺ݉ሻ ൅ 99 

ចំេពះ្រគប់ ݉ א Ժ ។ 

821. ចូរកនំត់អនគុមន ៍݂: Թ ՜ Թ ែដលេផទȣងផទ ត់ 
ݔሺ݂ݔ ൅ ሻݕ ൅ ݕሺ݂ݕ െ ሻݔ ൌ ݂ଶሺݔሻ ൅ ݂ଶሺݕሻ 

ចំេពះ្រគប់ ݔ, ݕ א Թ  ។ 

822. ចូរកនំត់អនគុមន ៍݂: Ժ ՜ Ժ ែដលេផទȣងផទ ត់លកខខណ្ឌ  

1) ݂ሺ1ሻ ൌ 1 
2) ݂ሺݔ ൅ ሻݔሻሾ݂ሺݕ െ ݂ሺݕሻሿ ൌ ݂ሺݔ െ ሻݔሻሾ݂ሺݕ ൅ ݂ሺݕሻሿ 
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ចំេពះ្រគប់ ݔ, ݕ א Ժ ។ 

823. (កǁƽ ១៩៦៩) 

ǂង ݂ ជអនគុមនមួ៍យែដលមនលកខណៈដចូតេទេនះ 

a) ݂ሺ݊ሻ មននយ័ចំេពះ្រគប ់ចំនួនគតវ់ជិជមន ݊ ; 

b) ݂ሺ݊ሻ ជចំននួគត់; 

c) ݂ሺ2ሻ ൌ 2; 
d) ݂ሺ݉݊ሻ ൌ ݂ሺ݉ሻ݂ሺ݊ሻ ចំេពះ្រគប់ ݉ នងិ ݊ ; 

e) ݂ሺ݉ሻ ൐ ݂ሺ݊ሻ ចំេពះ្រគប់ ݉ ൐ ݊ ។ 

ចូរបង្ហ ញថ ݂ሺ݊ሻ ൌ ݊ ។  

824. េគេǕយ ݂ሺݔሻ ជអនគុមនែ៍ដលេផទȣងផទ ត់ 
0 ൏ 2݂ଶሺݕݔሻ ൑ ݂ሺݔሻ݂ሺݕଷሻ ൅ ݂ሺݔଷሻ݂ሺݕሻ,     ݔ׊, ݕ א Թ 

݂ሺ1999ሻ ൐ 0  
ចូរបង្ហ ញថ ݂ሺ2000ሻ ൐ 0  ។ 
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១. អនុគមនង៍យ 

I. គណន 

1. ૚
૛
.  ܽସ ൅ ܾସ ൅ ܿସ ൌ ሺܽଶ ൅ ܾଶሻଶ ൅ ܿସ െ 2ሺܾܽሻଶ ൌ ሺ1 െ ܿଶሻଶ ൅ ܿସ െ 2 ቀଶ௖

మିଵ
ଶ

ቁ
ଶ
ൌ ܿସ െ

2ܿଶ ൅ 1 െ 2ܿସ ൅ 2ܿଶ െ ଵ
ଶ
ൌ ଵ

ଶ
 ។ 

2. ௡ሺ௡ାଵሻሺ௡ାଶሻ
଺

. 3. ቀ࢔ሺ࢔ା૚ሻ
૛

ቁ
૛

 េយើងមន 

ሺ1 ൅ 1ሻସ ൌ 2ସ ൌ 1ସ ൅ 4.1ଷ. 1 ൅ 6.1ଶ. 1ଶ ൅ 4.1.1ଷ ൅ 1ସ 
ሺ2 ൅ 1ሻସ ൌ 3ସ ൌ 2ସ ൅ 4.2ଷ. 1 ൅ 6.2ଶ. 1ଶ ൅ 4.2.1ଷ ൅ 1ସ 

… 
ሺ݊ ൅ 1ሻସ ൌ ݊ସ ൅ 4. ݊ଷ. 1 ൅ 6. ݊ଶ. 1ଶ ൅ 4. ݊. 1ଷ ൅ 1ସ 

បូកសមភពទំងអស់េនះចូលគន  េយើងទញបនផលបូកែដលចង់បន។ 

4.4  គុណ ܵ នងឹ ሺ2 െ 1ሻ េយើងទញបន 
ܵ ൌ ሺ2 െ 1ሻሺ2 ൅ 1ሻሺ2ଶ ൅ 1ሻሺ2ସ ൅ 1ሻ… ሺ2ଵ଴ଶସ ൅ 1ሻ ൅ 1

 ൌ ሺ2ଶ െ 1ሻሺ2ଶ ൅ 1ሻሺ2ସ ൅ 1ሻ… ሺ2ଵ଴ଶସ ൅ 1ሻ ൅ 1

 ൌ ሺ2ସ െ 1ሻሺ2ସ ൅ 1ሻ… ሺ2ଵ଴ଶସ ൅ 1ሻ ൅ 1

 ڭ 

 ൌ ሺ2ଵ଴ଶସ െ 1ሻሺ2ଵ଴ଶସ ൅ 1ሻ ൅ 1

 ൌ 2ଶ଴ସ଼ െ 1 ൅ 1 ൌ 2ଶ଴ସ଼

ដេូចនះ ܵଵ/ଵ଴ଶସ ൌ 4 ។ 

5.ሺ݊ ൅ 1ሻ! െ 1  េយើងមន ݇. ݇! ൌ ሺ݇ ൅ 1ሻ! െ ݇! ចំេពះ ݇ ൌ 1,2,3… ។ ដេូចនះ 
1.1! ൅ 2.2! ൅ 3.3! ൅ ൅ڮ ሺ݊ െ 1ሻ. ሺ݊ െ 1ሻ! ൅ ݊. ݊! 
ൌ ሺ2! െ 1!ሻ ൅ ሺ3! െ 2!ሻ ൅ ሺ4! െ 3!ሻ ൅ ൅ڮ ሺ݊! െ ሺ݊ െ 1ሻ!ሻ ൅ ൫ሺ݊ ൅ 1ሻ! െ ݊!൯ 
ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ! െ 1 

6.  េយើងមន 

ܵ. 2000! ൌ ൬
2000
1 ൰ ൅ ൬

2000
3 ൰ ൅ڮ൅ ൬

2000
1997൰ ൅ ൬

2000
1999൰ 

ൌ
1
2 ෍ ൬

2000
݅ ൰

ଶ଴଴଴

௜ୀଵ

ൌ
1
2
ሺ1 ൅ 1ሻଶ଴଴଴ ൌ 2ଵଽଽଽ 

ܵ ൌ
2ଵଽଽଽ

2000!  

7.  សនមតថ ݑ, ,ݒ ,ݏ  ជរសឺបួនៃនពហុធ ݐ
݂ሺݔሻ ൌ ସݔ െ ଷݔܽ ൅ ଶݔܾ െ ݔܿ ൅ ݀ 

ǂម្រទឹស្តីបទែវយត េយើងទញបន 
ݑ ൅ ݒ ൅ ݏ ൅ ݐ ൌ ܽ; ݒݑ ൅ ݏݒ ൅ ݐݏ ൅ ݑݐ ൅ ݏݑ ൅ ݐݒ ൌ ܾ; ݏݒݑ ൅ ݐݏݒ ൅ ݑݐݏ ൌ ܿ, ݐݏݒݑ ൌ ݀ 
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េƽយ ݑ ൅ ݒ ൅ ݏ ൅ ݐ ൌ 0 េនះ ܽ ൌ 0 ។ ដេូចនះ ݂ሺݔሻ ൌ ସݔ ൅ ଶݔܾ െ ݔܿ ൅ ݀ ។ ǂង  
ܵ௡ ൌ ௡ݑ ൅ ௡ݒ ൅ ௡ݏ ൅  ௡ݐ

េយើងមន 

ଵܵ ൌ ݑ ൅ ݒ ൅ ݏ ൅ ݐ ൌ 0; 
ܵଶ ൌ ଶݑ ൅ ଶݒ ൅ ଶݏ ൅ ଶݐ ൌ ሺݑ ൅ ݒ ൅ ݏ ൅ ሻଶݐ െ 2ሺݒݑ ൅ ݏݒ ൅ ݐݏ ൅ ݑݐ ൅ ݏݑ ൅ ሻݐݒ ൌ െ2ܾ  

េដើមបីគណន ܵଷ េយើងពនិតិយករណី២ខងេ្រកម។ 

• ករណី ݑ, ,ݒ ,ݏ  សុទធែតខុសពសូីនយទំងអស់។ ដេូចនះ ݐ

ଷݑ ൅ ݑܾ െ ܿ ൅
݀
ݑ ൌ ଷݒ  ;0 ൅ ݒܾ െ ܿ ൅

݀
ݒ ൌ 0 

ଷݏ ൅ ݏܾ െ ܿ ൅
݀
ݏ ൌ ଷݐ ;0 ൅ ݐܾ െ ܿ ൅

݀
ݐ ൌ 0 

ฺ    ܵଷ ൅ ܾ ଵܵ െ 4ܿ ൅ ݀ ൬
1
ݑ ൅

1
ݒ ൅

1
ݏ ൅

1
൰ݐ ൌ 0 

ฺ    ܵଷ െ 4ܿ ൅ ݀
ܿ
݀ ൌ 0 

ฺ    ܵଷ ൌ 3ܿ  
• ករណីកនុងចំេនម ݑ, ,ݒ ,ݏ ݀ ។ ដេូចនះ ݑ មនមួយេសមើសូនយ។ សនមតថជݐ ൌ 0 េហើយ 

݂ሺݔሻ ൌ ସݔ ൅ ଶݔܾ െ ݔܿ ൌ ଷݔሺݔ ൅ ݔܾ െ ܿሻ 
ដេូចនះ ݒ, ,ݏ ଷݔ ជរសឺៃនសមីករ ݐ ൅ ݔܾ െ ܿ ൌ 0 ។ ដេូចនះ 

ଷݒ ൅ ݒܾ െ ܿ ൌ 0; ଷݏ ൅ ݏܾ െ ܿ ൌ 0; ଷݐ ൅ ݐܾ െ ܿ ൌ 0 
ฺ ܵଷ ൅ ܾሺݑ ൅ ݒ ൅ ݏ ൅ ሻݐ െ 3ܿ ൌ 0; 
ฺ ܵଷ ൌ 3ܿ 

 កនងុករណីទំងពរី េយើងមន ܵଷ ൌ 3ܿ ។  

េយើងមន  
ସݑ ൅ ଶݑܾ െ ݑܿ ൅ ݀ ൌ 0; ସݒ ൅ ଶݒܾ െ ݒܿ ൅ ݀ ൌ 0; 
ସݏ ൅ ଶݏܾ െ ݏܿ ൅ ݀ ൌ 0; ସݐ ൅ ଶݐܾ െ ݐܿ ൅ ݀ ൌ 0 

ฺ ܵସ ൅ ܾܵଶ െ ܿ ଵܵ ൅ ݀ ൌ 0 
ฺ ܵସ ൌ 2ܾଶ െ 4݀ 

េយើងមន ݔସ ൅ ଶݔܾ െ ݔܿ ൅ ݀ ൌ 0 េƽយគុណអងគទំងពរីនងឹ ݔ௡ េយើងទញបន 
௡ାସݔ ൅ ௡ାଶݔܾ െ ௡ାଵݔܿ ൅ ௡ݔ݀ ൌ 0 

ฺ  ܵ௡ାସ ൅ ܾܵ௡ାଶ െ ܿܵ௡ାଵ ൅ ݀ܵ௡ ൌ 0 
េយើងទញបន 

ܵହ ൌ െܾܵଷ ൅ ܿܵଶ ൅ ݀ ଵܵ ൌ െ5ܾܿ 
ܵ଻ ൌ െܾܵହ ൅ ܿܵସ െ ݀ܵଷ ൌ 7ܿሺܾଶ െ ݀ሻ 

េƽយ ܵ଻ ൌ 0 េនះ ܿ ൌ 0 រ ឺܾଶ ൌ ݀ ។ 

• ករណី ܾଶ ൌ ݀ េយើងទញបន  
0 ൑ ܵସ ൌ 2ܾଶ െ 4݀ ൌ െ2ܾଶ ൑ 0  ฺ ܾ ൌ 0  ฺ ݀ ൌ 0  
ฺ ܵସ ൌ 0  ฺ ݑ ൌ ݒ ൌ ݏ ൌ ݐ ൌ 0  ฺ ܲ ൌ 0 

• ករណី ܿ ൌ 0 េនះ ݑ, ,ݒ ,ݏ ସݔ ជរសឺទំងបួនៃនសមីករ ݐ ൅ ଶݔܾ ൅ ݀ ൌ 0 ដេូចនះǏ្រតវូែត 

ݐ ൌ െݑ រ ឺݐ ൌ െݒ រ ឺݐ ൌ െݏ។ ដេូចនះ ܲ ൌ 0 ។ 
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II. សមភព 
8.  ចំេពះ ݊ ൌ 1 េយើងទញបន 1ଶ ൌ ଵ.ଶ.ଷ

଺
 ពតិ។ សនមតថពតិដល់ ݇ មននយ័ថ 1ଶ ൅ 2ଶ ൅ڮ൅

݇ଶ ൌ ௞ሺ௞ାଵሻሺଶ௞ାଵሻ
଺

។ េយើងទញបន 1ଶ ൅ 2ଶ ൅ ൅ڮ ݇ଶ ൅ ሺ݇ ൅ 1ሻଶ ൌ ௞ሺ௞ାଵሻሺଶ௞ାଵሻ
଺

൅

ሺ݇ ൅ 1ሻଶ ൌ ሺ௞ାଵሻሺ௞ାଵାଵሻሺଶሺ௞ାଵሻାଵሻ
଺

 ។ ដេូចនះǂមវចិរេƽយកេំនើន េយើងទញបនសមមភពពតិ

ចំេពះ្រគប់ ݊ א Գ ។ 9.  ្រǒយបញជ ក់ǂមកេំនើន។ 10.  ្រǒយបញជ ក់ǂមកេំនើន។ 11.  ្រǒយ

បញជ ក់ǂមកេំនើន។ 

12.   ǂង ܽ ൌ tanݔ, ܾ ൌ tanݕ, ܿ ൌ tanݖ ែដល ݔ, ,ݕ  ݖ ്   ௞గ
ସ

 ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ ݇។ លកខខណ្ឌ  

ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൌ ܾܽܿ ក្ល យជ tan ሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻݖ ൌ 0 ។េយើងមន 

tanሺ2ݔ ൅ ݕ2 ൅ ሻݖ2 ൌ
2 tanሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻݖ

1 െ tanଶሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻݖ
ൌ 0 

ដេូចនះ 
tan ݔ2 ൅ tan2ݕ ൅ tan ݖ2 ൌ tan ݔ2 tan ݕ2 tan2ݖ 

ฺ  
2 tan ݔ

1 െ tanଶ ݔ ൅
2 tan ݕ

1 െ tanଶ ݕ ൅
2 tan ݖ

1 െ tanଶ  ݖ

ൌ
2 tan ݔ

1 െ tanଶ ݔ
2 tanݕ

1 െ tanଶ ݕ
2 tan ݖ

1 െ tanଶ   ݖ

  
ដេូចនះសមភពពតិ។ 

13. ǂង ݇ ൌ ܽଵ/ܾଵ  ൌ ܽଶ/ܾଶ  ൌ ܽଷ/ܾଷ េនះ  
ଵܽଵ௡݌ ൅ ଶܽଶ௡݌ ൅ ଷܽଷ௡݌ ൌ ݇௡ሺ݌ଵܾଵ௡ ൅ ଶܾଶ௡݌ ൅  ଷܾଷ௡ሻ݌

ൌ ൬
ܽଵ
ܾଵ
൰
௡
ሺ݌ଵܾଵ௡ ൅ ଶܾଶ௡݌ ൅  ଷܾଷ௡ሻ݌

នេំǕយសមភពពតិ។ 

 

III. សមកីរ 
14. ൛– 2;െ1; 1ൟ .  15. ൛– 3; 2ൟ. 16. ሼ3ሽ. 17. ሼ1ሽ . 18. ቄ– 1; െ ଵ

ଶ
; ଵ
ଷ
ቅ. 19. ቄଵ

ଶ
ቅ. 20. 

ቄെ√2;െ ଵ
√ଶ
; ଵ
√ଶ
; √2ቅ.  ǂង ݔଶ ൌ ;។ 21. ሼെ√3 ݕ √3ሽ .  22.ሼെ1; 1ሽ. 23. ሼ2ሽ.  ǂង 

ݔ2 െ 3 ൌ ݕ ൅ ܿ នងិ 2ݔ െ 5 ൌ ݕ െ ܿ ។េយើងទញបន ܿ ൌ 1។ ជំនសួចូលសមីករ េយើងទញបន 

ሺݕ ൅ 1ሻସ ൅ ሺݕ െ 1ሻସ ൌ 2  សមមូលនងឹ ݕସ ൅ ଶݕ6 ൌ 0។ េយើងទញបន ݕ ൌ 0 នេំǕយ ݔ ൌ 2 ។ 

24. ቄെ ଵ
ଶ
; 1ቅ. 25.ቄെ ௔൫√ଵଷାଵ൯

ଶ
; ௔൫√ଵଷିଵ൯

ଶ
ܽൗ א Թቅ.  ǂងݔଶ ൅ ݔܽ ൌ ។ 26. ቄെ ݕ √૛૚ା૞

૟
; √૛૚ି૞

૟
ቅ 

27. ൛െ√2; 4 െ √18; √2; 4 ൅ √18ൟ.   ǂង ݔ െ ଶ
௫
ൌ ଶݕ ។ សមីករសមមូលនងឹݕ െ ݕ8 ൌ 0។ 28. 

ቄെ ଷ
ଶ
; െ √଻ାଵ

ସ
; √଻ିଵ

ସ
; 1ቅ.   ែចកអងគទំងពរីនងឹ ݔଶ បនទ ប់មកǂង 2ݔ െ ଷ

௫
ൌ ។ 29. ሼଵݕ

ଶ
; 2ሽ 30. 
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ቄെ1; 9; ହି√଺ଵ
ଶ

; ହା√଺ଵ
ଶ

ቅ.   ែចកអងគទំងពរីនងឹ ݔଶ បនទ ប់មកǂង ݔ െ ଽ
௫
ൌ ។ 31. ቄ૚ି√૛૚ ݕ

૛
; ૚ା√૛૚

૛
ቅ. 

  ដកអងគទំងពរីនងឹ ଵ଴௫
మ

௫ାହ
 េយើងទញបន ቀ ௫మ

௫ାହ
ቁ
ଶ
൅ 10 ௫మ

௫ାହ
െ 11 ൌ 0 ។  

32. ൛െ√7 െ 1; √7 െ 1ൟ.   ប្រងួមសមីករជǍង ቀ ௫మ

௫ିଷ
ቁ
ଶ
െ 6 ௫మ

௫ିଷ
െ 16 ൌ 0 ។ 

33.ሼെ
ඥଶ√ଶିଵାଵ

√ଶ
;
ඥଶ√ଶିଵିଵ

√ଶ
ሽ.  ប្រងួមសមីករជ ሺݔଶ ൅ 1ሻଶ െ 2ሺݔ െ 1ሻଶ ൌ 0 ។ 34. 

൜ √ଶ
ඥଶ√ଶିଵାଵ

; √ଶ
ඥଶ√ଶିଵିଵ

ൠ.   ǂង ݔ ൌ 1 ⁄ݕ  ។ 35.ሼെ9; 11ሽ.   បូក 4ݔଶ ൅ ݔ400 ൅ 1 េទអងគទំង

ពរីៃនសមីករ។ 36. ൛– ܽ; ܽ െ √ܽଶ ൅ 2; ܽ ൅ √ܽଶ ൅ 2|ܽ א Թൟ.  េយើងទញរក ܽ េយើងទញបន 

ܽ ൌ ௫మିଶ 
ଶ௫

 រ ឺܽ ൌ െݔ ។ ទញរក ݔ េយើងទញបនចំេលើយ។  37. ൛– 1 െ √3 ൅ ܽ; – 1 ൅ √3 ൅ ܽൟ 

ចំេពះ ܽ א ሾെ3;െ1ሻ; ൛– 1 െ √3 ൅ ܽ; – 1 ൅ √3 ൅ ܽ;െ1 െ √1 ൅ ܽ;െ1 ൅ √1 ൅ ܽൟ ចំេពះ 

ܽ א ሾെ1;∞ሻ; គម នរសឺចំេពះ ܽ א ሺെ∞;െ3ሻ .  េƽះ្រǒយរក ܽ េƽយសនមតថ ݔ ជប៉Ǎែ៉ម៉្រត : 

ܽଶ െ 2ሺݔଶ െ 1ሻܽ ൅ ସݔ െ ଶݔ6 ൅ ݔ4 ൌ 0; េយើងទញបន ܽ ൌ ଶݔ ൅ ݔ2 െ 2 រ ឺܽ ൌ ଶݔ െ  ។ ݔ2

38.ቄିଵି√ଶଽ
ଶ

; ହି√ଵ଻
ଶ

; ିଵା√ଶଽ
ଶ

; ହା√ଵ଻
ଶ

ቅ.   េយើងសរេសរអងគខងេឆ្វងៃនសមីករជ ሺݔଶ ൅ ݔܽ ൅

ܿሻሺݔଶ ൅ ݔܾ ൅ ݀ሻ ൌ 0 ដេូចនះ ݔସ ൅ ሺܽ ൅ ܾሻݔଷ ൅ ሺܾܽ ൅ ܿ ൅ ݀ሻݔଶ ൅ ሺܾܿ ൅ ܽ݀ሻݔ ൅ ܿ݀ ؠ ସݔ െ

ଷݔ4 െ ଶݔ10 ൅ ݔ37 െ 14  ។ េយើងទញបន 

൞

ܽ ൅ ܾ ൌ െ4
 ܾܽ ൅ ܿ ൅ ݀ ൌ െ10
 ܾܿ ൅ ܽ݀ ൌ 37
 ܿ݀ ൌ െ14

 

 

 

េƽយដងឹថ ܽ, ܾ, ܿ, ݀ ជចំននួគត់ េនះ ពសីមីករចុងេ្រកយេគ េយើងទញបន ሺܿ; ݀ሻ ൌ

ሼሺെ1; 14ሻ; ሺ1;െ14ሻ; ሺെ2; 7ሻ; ሺ2;െ7ሻሽ ។ េយើងេផទȣងផទ ត់េឃើញថ ሺܿ; ݀ሻ ൌ ሺ2;െ7ሻ េផទȣងផទ ត់។ 

េយើងទញបន ܽ ൌ െ5; ܾ ൌ 1។ ដេូចនះសមីករសមមូលនងឹ ݔଶ െ ݔ5 ൅ 2 ൌ 0 រ ឺݔଶ ൅ ݔ െ 7 ൌ 0 ។ 

39.  សនមតថ ݔଵ ൌ ݌ ែដល ݍ/݌ א Ժ, ݍ א Գ នងិ ݌ នងិ ݍ ជចំននួបឋមនងឹគន ។ ដេូចនះ ௣
య

௤య
൅

ܽ ௣మ

௤మ
൅ ܾ ௣

௤
൅ ܿ ൌ 0 សមមូលនងឹ ݌ሺ݌ଶ ൅ ݍ݌ܽ ൅ ଶሻݍܾ ൌ െܿݍଷ ។ អងគខងǒ្ត ៃំនសមភពេនះែចក

ƽច់នងឹ ݍ ។ អងគខងេឆ្វងែចកƽច់នងឹ ݍ នេំǕយនងិមនែត ݍ ؠ 1 ែតបុ៉េǁ្ណ ះ េ្រពះ ݌ଶ ൅ ݍ݌ܽ ൅

ଶ݌ሺ݌ ។ ដេូចនះសមភពមនǍង ݍ ଶ ែចកមិនƽច់នងឹݍܾ ൅ ݌ܽ ൅ ܾሻ ൌ െܿ េយើងទញបន ܿ ជ

ពហុគុណៃន ݌ ൌ .ଵ។ 40ݔ  េ្របើ្រǒយបញជ ក់ដចូសំនរួទ ី39.។ 

41.  េ្របើសមភព ܽݔଷ ൅ ଶݔܾ ൅ ݔܿ ൅ ݀ ൌ ܽሺݔ െ ݔଵሻሺݔ െ ݔଶሻሺݔ െ   . ݌ଷሻ . 42. െ2ݔ

43.  ቊට√ଵଷାଷ
ଶ

య
െ ට√ଵଷିଷ

ଶ

య
ቋ. ǂង ݔ ൌ ݕ െ ଷݕ ។ សមីករេទជ ݕ/1 െ ଵ

௬య
െ 3 ቀݕ െ ଵ

௬
ቁ ൅

3 ቀݕ െ ଵ
௬
ቁ െ 3 ൌ 0 រ ឺݕଷ െ ଵ

௬య
െ 3 ൌ 0 ។ ǂង ݕଷ ൌ ଶݐ េយើងទញបន ݐ െ ݐ3 െ 1 ൌ 0 ។ 

44.ሼെ5;െ1; 1; 3ሽ. 45.ሼ2; 6ሽ. 46.ሼെ1ሽ. 47. គម នរសឺសនទិន 48.ሼെ ଵ
ଷ
; 1/2ሽ . 
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49.ሼ6ሽ.  គុណអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ √ݔ ൅ 10 െ ݔ√ െ 2 ് 0 េយើងទញបន  

൜√ݔ ൅ 10 ൅ ݔ√ െ 2 ൌ 6
ݔ√ ൅ 10 െ ݔ√ െ 2 ൌ 2

   

បូកអងគទំងពរីចូលគន  េយើងទញបន ݔ ൌ 6 ។ 50. សមីករគម នរសឺ។ 51.ሼെ1ሽ. 52.ሼ12ሽ. 53. 

൜െ ଵ
ସ
ቀଵ
௔
െ ܽቁ

ଶ
; ଵ
ସ
ቀଵ
௔
െ ܽቁ

ଶ
ൠ ចំេពះ ܽ א ሺ0; 1ሿ េហើយគម នរសឺចំេពះតៃំល ܽ េផƞងេទៀត។ 

54.ሼെ6; 1ሽ. 55.ሼെ1; 3ሽ. 56. ሼ3ሽ. 57. ሼ2ሽ 58. ሼ5ሽ. 59.ሼ20ሽ. 60. ሼെ4/3ሽ. 61. ሼെ1; 0ሽ. 62. ሼ5ሽ. 

63. ሼ16ሽ. 64. ሼ9ሽ. 65. ሼെ3; 6ሽ.  ǂង ݕ ൌ ଶݔ√ െ ݔ3 ൅ 7 ។ 66. ሼെ9/2; 3ሽ. 67. ሼ1ሽ.  ǂង 

ݕ ൌ ଶݔ√ ݔ√ ൅ 15ర  ។ 68. ሼ5/3ሽ. 69. ሼ5ܽ/3ሽ ចំេពះ ܽ ് 0; ሺെ∞; 0ሻ ׫ ሺ0;∞ሻ ចំេពះ ܽ ൌ 0 ។ 

70. ሼ1ሽ. 71. ቄ3; 9 ଽି√ଽ଻
଼

ቅ. 72. ቊ5 േ ܽට8 െ ௔మ

ଶ
ቋ ចំេពះ ܽ א ൣ2; 2√2൧; គម នរសឺចំេពះតៃំល ܽ េផƞង

ពេីនះ។  ǂង ݑ ൌ √7 െ ,ݔ ݒ ൌ ݔ√ െ 3 ។ េយើងមន្របពន័ធសមីករ 

൜ ݑ ൅ ݒ ൌ ܽ
 7 െ ݔ ൅ ݔ െ 3 ൌ ଶݑ ൅ ଶݒ ൌ 4, ሺݑ ൒ 0, ݒ ൒ 0ሻ 

េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករេនះ េយើងទញបន 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ଵݑ ൌ

ܽ ൅ √8 െ ܽଶ

2

ଵݒ  ൌ
ܽ െ √8 െ ܽଶ

2

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ଶݑ ൌ

ܽ െ √8 െ ܽଶ

2

ଶݒ ൌ
ܽ ൅ √8 െ ܽଶ

2

 

 

 

 

 

 

73. ሼ3ሽ.  ǂង √ݔ െ 2ర ൌ ݑ ൒ 0, √4 െ రݔ ൌ ݒ ൒ 0 េយើងទញបន្របពន័ធ 

ቄ ݑ ൅ ݒ ൌ 2
ସݑ  ൅ ସݒ ൌ 2 

េលើកសមីករទមួីយជស្វ័យគុណ៤ នងិេ្របើសមីករទី២ េយើងទញបន ݒݑሺ2ሺݑ ൅ ሻଶݒ െ ሻݒݑ ൌ 7 

េហើយេƽយ ݑ ൅ ݒ ൌ 2 េយើងទញបន ሺݒݑሻଶ െ 8ሺݒݑሻ ൅ 7 ൌ 0។ ដេូចនះ ሺݒݑሻଵ ൌ 1; ሺݒݑሻଶ ൌ

7។ ដេូចនះេយើងទញបន្របពន័ធសមីករ 

ቄ ݑ ൅ ݒ ൌ 2
ݒݑ  ൌ 1  ቄ ݑ ൅ ݒ ൌ 2

ݒݑ  ൌ 7  

 ្របពន័ធសមីករទមួីយមនរសឺ ݑ ൌ ݒ ൌ 1 ។ ្រតវូនងឹݔ ൌ 3 ។ ្របពន័ធទ២ីគម នរសឺ។ 

74. ቄଶ௔ାଵ
௔ିଶ

ቅ ចំេពះܽ א ሺെ∞; 3ሿ ׫ ሺ2;∞ሻ; ׎ចំេពះܽ א ቀଵ
ଷ
; 2ቃ. 

75. ൛ܽ ൅ 1 ൅ √2ܽ; ܽ ൅ 1 െ √2ܽൟ ចំេពះ ܽ א ሾ0; 1/2ሿ, ൛ܽ ൅ 1 ൅ √2ܽൟ ចំេពះ ܽ א ቀଵ
ଶ
;∞ቁ, ׎ 

ចំេពះ ܽ א ሺെ∞; 0ሻ. 

76. ሺെ∞; 0ሻ ចំេពះ ܽ ൌ 0, ሼ0; 3ܽ/4ሽ ចំេពះ ܽ א ሺ0;∞ሻ, ׎ ចំេពះ ܽ א ሺെ∞; 0ሻ. 
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77. ሼܽଶ ൅ ܽ; ܽଶ െ ܽ ൅ 1ሽ ចំេពះ ܽ א ሾ0; 1ሿ, ሼܽଶ ൅ ܽሽ ចំេពះ ܽ א ሺ1;∞ሻ, ׎ ចំេពះ ܽ א

ሺെ∞; 0ሻ. 78. ሼ0ሽ ចំេពះ ܽ ൌ ܽ ចំេពះ ׎  ,1 ് 1. 79.ሼሺ1;െ5ሻሽ. 80. ሼሺ1;െ3ሻሽ. 

81. ሼሺെ3; 1ሻሽចំេពះ ܽ א ሼെ2ሽ; ׎ ចំេពះ ܽ ב   ሼെ2ሽ. 

82.  ǂង fሺݔሻ ൌ ሺ1ݔ4 െ ሻݔ ൌ 1 െ ሺ2ݔ െ 1ሻଶ ។ េយើងេឃើញថ េបើ 0 ൑ fሺxሻ ൑  1  េនះ 

0 ൑ ݔ ൑ 1។ ដេូចនះ េបើ aଵଽଽ଼ ൌ 0 េនះ ្រតវូែត 0 ൑ ݐ ൑ 1។ អីលូវ េយើងយក 0 ൑ ߠ ൑ గ
ଶ
 ែដល 

sin ߠ ൌ ߶ ។ េយើងសេងកតេឃើញថ ចំេពះ្រគប់ ݐ√ א Թ េយើងមន 
݂ሺsinଶ ߶ሻ ൌ 4 sinଶ ߶ ሺ1 െ sinଶ ߶ሻ ൌ 4 sinଶ ߶ cosଶ ߶ ൌ sinଶ 2߶  

េƽយ ܽଵ ൌ sinଶ  េនះ េយើងទញបន ߠ
ܽଶ ൌ sinଶ ߠ2 , ܽଷ ൌ sinଶ ߠ4 ڮ, , ܽଵଽଽ଼ ൌ sinଶ 2ଵଽଽ଻ߠ 

ដេូចនះ ܽଵଽଽ଼ ൌ 0  ទល់ែតនងិនេំǕយ sin 2ଵଽଽ଻θ ൌ 0 ។ មននយ័ថ  ߠ ൌ ௞గ
ଶభవవళ

 ចំេពះចំននួគត់ ݇ 

ខ្លះ េហើយ តៃំលរបស់ ݐ ែដល ܽଵଽଽ଼ ൌ 0 េសមើនងឹ sinଶሺ݇2/ߨଵଽଽ଻ሻ  ែដល ݇ א  Ժ ។ ដេូចនះេយើងមន

តៃំលរបស់ ݐ ែបបេនះ ចំននួ 2ଵଽଽ଺ ൅ 1 គមឺនតៃំល sinଶሺ݇2/ߨଵଽଽ଻ሻ ចំេពះ ݇ ൌ ڮ,0,1,2 , 2ଵଽଽ଺ ។ 

83.  េƽយ ܽଶ െ 2ܾଶ ൌ 1 េនះ ܽ ് 0 ។ េƽយ 2ܾଶ െ 3ܿଶ ൌ 1 េនះ ܾ ് 0 ។ េបើ ܿ ൌ 0 េនះ 

ܾ ൌ ଵ
√ଶ

 នងិ ܽ ൌ √2 ។ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ൫√2, 1/√2, 0൯ ជចំេលើយមួយរបស់្របពន័ធសមីករ។ េយើងនងឹ

បង្ហ ញថ គម នចំេលើយǁេផƞងេទៀតេទ។ 

 

េយើងសនមតថ មនចំននួពតិ ሺܽ, ܾ, ܿሻ េƽយ ܾܽܿ ് 0 េផទȣងផទ ត់សមីករ។ េយើងេឃើញថ េបើ 

ሺܽ, ܾ, ܿሻ ជចំេលើយ េនះ ሺെܽ,െܾ,െܿሻ កជ៏ចំេលើយែដរ។ ដេូចនះ្រតវូែតមនចំននួវជិជមនពរីកនងុ

ចំេនមሺܽ, ܾ, ܿሻ រ ឺሺെܽ,െܾ, ܿሻ។ សនមតថ ܽ, ܾ វជិជមន។ ǂង ܽ ൌ cot ܣ , ܾ ൌ cotܤ នងិ ܿ ൌ cot  ܥ

េƽយ 0 ൏ ,ܣ ܤ ൏ గ
ଶ
, 0 ൏ ܥ ൏ ܾܽ ។ េƽយ ߨ ൅ ܾܿ ൅ ܿܽ ൌ 1 េនះ  

cot ܣ cot ܤ ൅ cot ܤ cot ܥ ൅ cot ܥ cot ܣ ൌ 1 

cot ܥ ൌ
1 െ cot ܣ cot ܤ
cot ܣ ൅ cot ܤ ൌ െcotሺܣ ൅ ሻܤ ൌ cotሺߨ െ ܣ െ  ሻܤ

ܣ ൅ ܤ ൅ ܥ ൌ  ߨ
ដេូចនះ ܣ, ,ܤ  ជមំុកនងុ្រតេីកណ។ េយើងមន ܥ

ܽଶ ൅ 1 ൌ 2ሺܾଶ ൅ 1ሻ ൌ 3ሺܿଶ ൅ 1ሻ 

ฺ  
1

sinଶ ܣ ൌ
2

sinଶ ܤ ൌ
3

sinଶ  ܥ

ฺ   
1

sin ܣ ൌ
√2
sin ܤ ൌ

√3
sin  ܥ

 

ǂមចបប់សីុនសុ េយើងទញបនថ ្រជុងឈមនងឹមំុ ܣ, ,ܤ មនរង្វ ܥ ស់ ݇, ݇√2, ݇√3 េរៀងគន  ចំេពះ

ចំននួពតិវជិជមន ݇ ខ្លះ។ ដេូចនះ្រតេីកណ ܥܤܣ ែកង្រតង់ ܥ នេំǕយ ܿ ൌ cot ܥ ൌ 0 ផទុយពសីនមត 

ែដល ܿ ് 0 ។ ដេូចនះករសនមតរបស់េយើងខសុ េហើយ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ൫√2, 1/√2, 0൯ ជចំេលើយែតមួយ

គត់របស់្របពន័ធ។ 
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84.൜ ସି௣
ଶඥସିଶ௣ 

ൠ ចំេពះ ସ
ଷ
൑ ݌ ൑ 2.  េយើងមន ݔ ൒ 0។ េលើកអងគទំងពរីជកេរេយើងទញបន 

ଶݔ5 െ ݌ െ 4 ൅ 4ඥሺݔଶ െ 1ሻሺݔଶ െ ሻ݌ ൌ ଶݔଶ សមមូលនងឹ 4ඥሺݔ െ 1ሻሺݔଶ െ ሻ݌ ൌ ሺ݌ ൅ 4ሻ െ

ଶݔଶ។ េបើ 4ݔ4 ൑ ݌ ൅ 4 េយើងេលើកអងគទំងពរីៃនសមីករជកេរម្តងេទៀត េយើងទញបន െ16ሺ݌ ൅

1ሻݔଶ ൅ ݌16 ൌ െ8ሺ݌ ൅ 4ሻݔଶ ൅ ሺ݌ ൅ 4ሻଶ សមមូលនងឹ ݔଶ ൌ ሺସି௣ሻమ

ସሺସିଶ௣ሻ
 មននយ័ថ ݔ ൌ ସି௣

ଶඥସିଶ௣ 
។ 

េដើមបីេǕយតៃំលេនះជចំេលើយៃនសមីករទល់ែត ݌ ൑ 2 នងិ ሺସି௣ሻ
మ

ସିଶ௣ 
ൌ ଶݔ4 ൑ ݌ ൅ 4 សមមូលនងឹ 

ସ
ଷ
൑ ݌ ൑ 2 ។ េ្រកពេីនះសមីករគម នចំេលើយ។ 

85.  េយើងសរេសរសមីករែដលេǕយជǍង 
ହݔ െ ଷݔ െ ଶݔ4 െ ݔ3 െ 2 ൅ ସݔሺ5ߣ ൅ ଶݔߙ െ ݔ8 ൅ ሻߙ ൌ 0 

រសឺរបស់សមីករេនះមិនǕ្រសយ័នងឹ ߣ នេំǕយនងិេបើ Ǐជរសឺរមួរបស់សមីករ 

ହݔ െ ଷݔ െ ଶݔ4 െ ݔ3 െ 2 ൌ 0 នងិ 5ݔସ ൅ ଶݔߙ െ ݔ8 ൅ ߙ ൌ 0 

សមីករទមួីយសមមូលនងឹ ሺݔ െ 2ሻሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻଶ ൌ 0 េហើយមនរសឺេផƞងគន ចំននួបី ݔଵ ൌ

ଶ,ଷݔ ;2 ൌ
ିଵേ௜√ଷ

ଶ
 ។ 

ក) ចំេពះ ߙ ൌ െ଺ସ
ହ

 េយើងមន ݔଵ ൌ 2 ជរសឺែតមួយគត់ ែដលមិនǕ្រស័យនងឹ ߣ ។ 

ខ) ចំេពះ ߙ ൌ െ3 េយើងមនរសឺចំននួពរីែដលមិនǕ្រស័យនងឹ ߣ គ ឺݔଵ ൌ ߱ នងិ ݔଶ ൌ ߱ଶ ។ 

86.  លកខខណ្ឌ ݔ2  െ 1 ൒ 0,ฺ ݔ ൒ ଵ
ଶ
  នងិ ݔ ൒ ݔ2√ െ 1 ฺ ሺݔ െ 1ሻଶ ൒ 0 ពតិជនចិច។ េយើង

មន ඥݔ ൅ ݔ2√ െ 1 ൅ ඥݔ െ ݔ2√ െ 1 ൌ ܿ ฻ ܿଶ ൌ ݔ2 ൅ ݔ|2 െ 1| ൌ ൜2,   1/2 ൑ ݔ ൑ 1
ݔ4 െ 2, ݔ ൒ 1  

ក) ܿଶ ൌ 2។ សមីករមនរសឺ ଵ
ଶ
൑ ݔ ൑ 1 ។ 

ខ) ܿଶ ൌ 1។ សមីករគម នរសឺ។ 

គ) ܿଶ ൌ 4។ សមីករេទជ 4ݔ െ 2 ൌ 4,ฺ ݔ ൌ 3/2 ។ 

87. ሼሾ5; 10ሿሽ  េយើងមន 

ݔ ൅ 3 െ ݔ√4 െ 1 ൌ ݔ െ 1 െ ݔ√4 െ 1 ൅ 4 ൌ ൫√ݔ െ 1൯
ଶ
െ ݔ√4 െ 1 ൅ 4 ൌ ൫√ݔ െ 1 െ 2൯

ଶ
 

ݔ ൅ 8 െ ݔ√6 െ 1 ൌ ݔ െ 1 െ ݔ√6 െ 1 ൅ 9 ൌ ൫√ݔ െ 1 െ 3൯
ଶ
 

ដេូចនះសមីករេទជ 

ට൫√ݔ െ 1 െ 2൯
ଶ
൅ ට൫√ݔ െ 1 െ 3൯

ଶ
ൌ 1 

ฺ    ห√ݔ െ 1  െ 2 ห ൅ ห√ݔ െ 1  െ 3 ห ൌ 1 
េបើ √ݔ െ 1  ൒ 3 េនះ  

ݔ√ െ 1  െ 2 ൅ ݔ√ െ 1  െ 3 ൌ 1 
ฺ ݔ ൌ 10 

េបើ √ݔ െ 1  െ 2 ൒ 0 នងិ √ݔ െ 1  െ 3 ൑ 0 ฺ 5 ൑ ݔ ൑ 10េនះ  

ݔ√ െ 1  െ 2 െ ݔ√ െ 1  ൅ 3 ൌ 1 
ฺ 1 ൌ 1 

េបើ √ݔ െ 1  െ 2 ൑ 0 ฺ ݔ ൑ 5 េនះ 

െ√ݔ െ 1  ൅ 2 െ ݔ√ െ 1  ൅ 3 ൌ 1 
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ฺ ݔ ൌ 5 
88.ሼ0; 3ሽ  ǂង 

ݔ3 ൌ ݔ ൅ ݔ2 ൌ  ଵଶݕ
ݔ ൅ ଵݕ2 ൌ  ଶଶݕ
ݔ ൅ ଶݕ2 ൌ  ଷଶݕ
…………… 

ݔ ൅ ௡ିଶݕ2 ൌ ௡ିଵଶݕ  
ݔ ൅ ௡ିଵݕ2 ൌ  ௡ଶݕ

ែដល ݕଵ, ,ଶݕ … ,  ௡ ជចំននួពតិវជិជមន។ សមីករែដលេǕយមនǍងݕ
௡ݕ ൌ  ݔ

េយើងនងឹបង្ហ ញថ ݕଵ ൌ ݔ ។ សនមតថ ݔ ൐ ଵݕ ଵ ។ ដេូចនះݕ ൐ ଶݕ ൐ ڮ ൐  ௡ ។ មននយ័ថ េបើݕ

ݔ ൐ ݔ ଵ េនះݕ ൐ ݔ ௡ ផទុយពសីមីករݕ ൌ ௡ ។ ដចូគនݕ ចំេពះករណី ݔ ൏ ݔ ଵ ។ ដេូចនះݕ ൌ  ଵ ។ េƽយݕ

ଵଶݕ ൌ ݔេនះ 3 ݔ3 ൌ ݔ ଶ េយើងទញបនݔ ൌ 0; ݔ ൌ 3 ។ 

89.  សមីករសមមូលនងឹ  

ห√ݔ െ 4 െ 1ห ൅ ห√ݔ െ 4 െ 2ห ൌ ܽ 
ǂង ݕ ൌ ݔ√ െ 4 ൒ 0 ។ សមីករេទជ |ݕ െ 1| ൅ ݕ| െ 2| ൌ ܽ ។ េបើ ܽ ൌ 0 េនះ ݕ ൌ 1 នងិ 

ݕ ൌ 2 មិនǕច។ ដេូចនះ ܽ ൐ 0  ។ 

េបើ 0 ൑ ݕ ൏ 1 េនះ 1 െ ݕ ൅ 2 െ ݕ ൌ ܽ; ฺ ݕ ൌ ଷି௔
ଶ
  ។ េƽយ 0 ൑ ݕ ൌ ଷି௔

ଶ
൏ 1 េនះ 

1 ൏ ܽ ൑ 3 ។ េយើងទញបន ݔ ൌ 4 ൅ ቀଷି௔
ଶ
ቁ
ଶ
 ។ 

េបើ 1 ൑ ݕ ൑ 2 េនះ ݕ െ 1 െ ݕ ൅ 2 ൌ ܽ; ฺ ܽ ൌ 1 ។ 1 ൑ ݕ ൑ 2 ្រតវូនងឹ 5 ൑ ݔ ൑ 8 ។ 

េបើ ݕ ൐ 2 េនះ ݕ െ 1 ൅ ݕ െ 2 ൌ ܽ; ฺ ݕ ൌ ௔ାଷ
ଶ

 ។ ݕ ൐ 2  ฺ ܽ ൐ 1 ។ េយើងទញបន 

ݔ ൌ 4 ൅ ቀ௔ାଷ
ଶ
ቁ
ଶ
 

ជសរបុ 

េបើ ܽ ൏ 1 សមីករគម នរសឺ។ 

េបើ ܽ ൌ 1 សមីករមនរសឺ 5 ൑ ݔ ൑ 8  ។ 

េបើ 1 ൏ ܽ ൑ 3 សមីករមនរសឺ ݔ ൌ 4 ൅ ቀଷି௔
ଶ
ቁ
ଶ
 រ ឺݔ ൌ 4 ൅ ቀ௔ାଷ

ଶ
ቁ
ଶ
 ។ 

េបើ ܽ ൐ 3 សមីករមនរសឺ ݔ ൌ 4 ൅ ቀ௔ାଷ
ଶ
ቁ
ଶ
 ។ 

90.  ǂង ݑ ൌ ܽ െ ;ݔ ݒ ൌ ݔ െ ܾ ។ ដេូចនះ  ݑହ ൅ ହݒ ൌ ሺܽ െ ܾሻହ; ݑ ൅ ݒ ൌ ܽ െ ܾ ។ េយើងមន  
ହݑ ൅ ହݒ ൌ ሺݑ ൅ ݑሻሼሾሺݒ ൅ ሻଶݒ െ ሿଶݒݑ2 െ ݑሺݒݑ ൅ ሻଶݒ ൅  ଶሽݒଶݑ
฻ ሺܽ െ ܾሻହ ൌ ሺܽ െ ܾሻሼሾሺܽ െ ܾሻଶ െ ሿଶݒݑ2 െ ሺܽݒݑ െ ܾሻଶ ൅  ଶሽݒଶݑ
฻ ሺܽ െ ܾሻସ ൌ ሺܽ െ ܾሻସ ൅ ଶݒଶݑ5 െ ሺܽݒݑ5 െ ܾሻଶ 
฻ 5ሺݒݑሻଶ െ ሺܽݒݑ5 െ ܾሻଶ ൌ 0 

ដេូចនះ ݒݑ ൌ 0 រ ឺݒݑ ൌ ܽ െ ܾ ។  
ករណី ݒݑ ൌ 0 េនះ  ݑ ൌ 0 រ ឺݒ ൌ 0 ។ េបើ ݑ ൌ 0 េនះ ݔ ൌ ܽ ។េបើ ݒ ൌ 0 េនះ ݔ ൌ ܾ ។ 
ករណី ݒݑ ൌ ܽ െ ܾ េនះ េយើងមន 
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ቄݑ ൅ ݒ ൌ ܽ െ ܾ
ݒݑ ൌ ܽ െ ܾ  

ሺݑ, ଶݐ ሻ ជរសឺៃនសមីករݒ െ ሺܽ െ ܾሻݐ ൅ ሺܽ െ ܾሻ ൌ 0 គម នរសឺ។ 
ដេូចនះសមីករមនរសឺពរី គ ឺݔଵ ൌ ܽ; ଶݔ ൌ ܾ ។ 
91.  ǂង 

ݕ ൌ ඨݔ ൅ 3
2

െ 1  ฺ ݕ ൒ 0; ݕ ൅ 1 ൌ ඨݔ ൅ 3 
2

 

ฺ ଶݕ2   ൅ ݕ4 ൅ 2 ൌ ݔ ൅ 3 
ฺ ݔ ൌ ଶݕ2 ൅ ݕ4 െ 1 

ដេូចនះ ចំេពះ ݔ ൒ െ1 េយើងទញបនថ អនគុមន ៍ݕ ൌ ଶݔ2 ൅ ݔ4 െ 1 ជអនគុមន្៍រចសៃនអនគុមន ៍

ݕ ൌ ට௫ାଷ
ଶ
െ 1  មយ៉ងវញិេទៀត អនគុមន ៍ݕ ൌ ଶݔ2 ൅ ݔ4 െ 1 េកើនេលើ ሺെ1;∞ሻ (អនគុមនទំ៍ងពរី

ឆ្លុះគន េធៀបនងឹបនទ ត់ ݕ ൌ  ដេូចនះ (ݔ

ଶݔ2 ൅ ݔ4 െ 1 ൌ ඨݔ ൅ 3
2 െ 1 

฻ ଶݔ2 ൅ ݔ4 െ 1 ൌ  ݔ
฻ ଶݔ2 ൅ ݔ3 െ 1 ൌ 0 

ฺ ݔ    ൌ
െ3 ൅ √17

4  

92.  េយើងមន  
ସݔ ൅ ଶݔ ൅ 1 ൌ ሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻሺݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ ൐ 0 
ଶݔ െ ݔ3 ൅ 1 ൌ 2ሺݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ െ ሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ 

ǂង ݐ ൌ ට௫మି௫ାଵ
௫మା௫ାଵ

 ។ សមីករេទជ  

ଶݐ2 െ ݐ݉ െ 1 ൌ 0    ሺ1ሻ 

ព ីݐ ൌ ට௫మି௫ାଵ
௫మା௫ାଵ

 េយើងទញបន 

ଶݔଶሺݐ ൅ ݔ ൅ 1ሻ ൌ ଶݔ െ ݔ ൅ 1 
ሺݐଶ െ 1ሻݔଶ ൅ ሺݐଶ ൅ 1ሻݔ ൅ ଶݐ െ 1 ൌ 0    ሺ2ሻ 

Δ ൌ ሺݐଶ ൅ 1ሻଶ െ 4ሺݐଶ െ 1ሻଶ 
ൌ ሺ3 െ ଶݐଶሻሺ3ݐ െ 1ሻ ൒ 0 

ฺ 
√3
3 ൑ ݐ ൑ √3 

ក) ករណី ݉ ൌ െ√3/3 

ព(ី១) េយើងទញបន 

ଵݐ ൌ െ
3
2√3

; ଶݐ ൌ
1
√3

 

េយើងយក ݐ ൌ 1/√3 ។ ព(ី២) េយើងទញបន ݔ ൌ 1 ។ 
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ខ) កនងុសមីករ(១) េយើងមន Δ ൌ ݉ଶ ൅ 8 ൐ 0 ដេូចនះ(១)មនរសឺពរី ݐଵ; ଶݐଵݐ ଶ ។ េƽយݐ ൌ െ ଵ
ଶ
൏

0 េនះ ݐଵ ൏ 0 ൏ ଶ មួយគត់ ែដលǕចេǕយសមីករ(២) មនរសឺ េ្រពះ √ଷݐ ଶ ។ មនែតរសឺݐ
ଷ
൑ ݐ ൑

√3។ សមីករ(*) មនរសឺែតមួយគត់ េបើ សមីករ(២)មនរសឺែតមួយគត់ែដរ។  

េបើ ݐ ൌ 1 េនះ (១)នេំǕយ  ݉ ൌ 1 េហើយ (២) នេំǕយ ݔ ൌ 0 ។ 

េបើ ݐଶ െ 1 ് 0 េនះ Δ ൌ ሺ3 െ ଶݐଶሻሺ3ݐ െ 1ሻ ൌ 0  ฺ ଵݐ ൌ
√ଷ
ଷ
; ଶݐ ൌ √3 ។  

េបើ ݐ ൌ √ଷ
ଷ
; ሺ1ሻ ฺ ݉ ൌ െ√ଷ

ଷ
 ฺ ݔ ൌ 1  

េបើ ݐ ൌ √3; ሺ1ሻ ฺ ݉ ൌ ହ√ଷ
ଷ
 ฺ ݔ ൌ 1  

ដេូចនះ ݉ ൌ ቄെ√ଷ
ଷ
;  1; ହ√ଷ

ଷ
 ቅ ។ 

93.  ǂង ݕ ൌ ݔ7√ ൅ 1ଷ ; ݖ ൌ െ√ݔଶ െ ݔ െ 8ଷ ; ݐ ൌ ଶݔ√ െ ݔ8 െ 1ଷ  ។ ដេូចនះ 
ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 2 
ฺ    ሺݕ ൅ ݖ ൅ ሻଷݐ ൌ 8      ሺ1ሻ 

េយើងមន 
ଷݕ ൅ ଷݖ ൅ ଷݐ ൌ ሺ7ݔ ൅ 1ሻ െ ሺݔଶ െ ݔ െ 8ሻ ൅ ሺݔଶ െ ݔ8 െ 1ሻ ൌ 8   ሺ2ሻ 

ព(ី១)នងិ(២) េយើងទញបន 
ሺݕ ൅ ݖ ൅ ሻଷݐ െ ሺݕଷ ൅ ଷݖ ൅ ଷሻݐ ൌ 3ሺݕ ൅ ݖሻሺݖ ൅ ݐሻሺݐ ൅ ሻݕ ൌ 0 

ฺ    ൥
ݕ ൅ ݖ ൌ 0
ݖ ൅ ݐ ൌ 0
ݐ ൅ ݕ ൌ 0

     ฻    ൥
ݕ ൌ െݖ
ݖ ൌ െݐ
ݐ ൌ െݕ

 

 

ݔ7√ ൅ 1ଷ ൌ ඥݔଶ െ ݔ െ 8ଷ       ฻ ݔ7   ൅ 1 ൌ ଶݔ െ ݔ െ 8 
฻ ݔ ൌ െ1  ; ݔ ൌ 9 

ඥݔଶ െ ݔ െ 8ଷ ൌ ඥݔଶ െ ݔ8 െ 1ଷ      ฻    ଶݔ െ ݔ െ 8 ൌ ଶݔ െ ݔ8 െ 1 
฻ ݔ   ൌ 1 

ݔ7√ ൅ 1ଷ ൌ െඥݔଶ െ ݔ8 െ 1ଷ      ฻ ݔ7    ൅ 1 ൌ െሺݔଶ െ ݔ8 െ 1ሻ 
฻ ݔ ൌ 0; ݔ ൌ 1 

94.  ǂង ݑ ൌ ݔ√ ൅ 1 ൒ 0; ݒ ൌ ଶݔ√ െ ݔ ൅ 1 ൐ 0 ។ សមីករសមមូលនងឹ 

ݒݑ5 ൌ 2ሺݒଶ ൅ ଶሻݒ  ฻ 5
ݑ
ݒ ൌ 2 ቀ

ݑ
ቁݒ

ଶ
 

฻ ൦

ݑ
ݒ ൌ 2
ݑ
ݒ ൌ

1
2

 

ݑ
ݒ ൌ 2   ฻  √ݔ ൅ 1 ൌ 2ඥݔଶ െ ݔ ൅ 1 

฻  ቄ ݔ ൐ െ1
ଶݔ4 െ ݔ5 ൅ 3 ൌ 0 :  គម នរសឺ 

ݑ
ݒ ൌ

1
2   ฻ ݔ√2 ൅ 1 ൌ ඥݔଶ െ ݔ ൅ 1 

฻ ൝
ݔ ൐ െ1

ݔ ൌ
5 േ √37

2
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សមីករមនរសឺពរី ݔ ൌ ହേ√ଷ଻
ଶ

 ។ 

 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
95. ቄቀെ ସ

ଽ
; 20/9ቁ ; ሺ2; 1ሻቅ. 96. ቄሺെ1; 3ሻ; ቀ଻ଵ

ଶଵ
; െ25/7ቁቅ.97. ሼሺ51; 24,5ሻሽ. 98. 

ሼ ሺെ19,6 ; 5,2ሻ; ሺെ14; 8ሻሽ .  ƽក់អងគខងេឆ្វងៃនសមីករទមួីយជǍង ሺݔ ൅ ሻଶݕ3 െ

6ሺݔ ൅ ሻݕ3 െ 40 េហើយǂង ݔ ൅ ݕ3 ൌ ;។ 99. ሼሺ2 ݐ 3ሻ; ሺ3; 2ሻሽ. 100. ሼሺ4;െ1ሻ; ሺ1;െ4ሻሽ. 101. 

ሼሺ1; 3ሻ; ሺ3; 1ሻሽ.  102.ሼሺ1; 2ሻ; ሺ2; 1ሻሽ 103.ቄቀെ ଵ
ଶ
; െ1/3ቁ ; ሺ1/3; 1/2ሻቅ.104.ሼሺെ1; 2ሻ; ሺ2;െ1ሻሽ 

105.ሼሺ3; 2ሻ; ሺ2; 3ሻሽ 106.ሼሺെ1;െ4ሻ; ሺ4; 1ሻሽ. 107. ሼሺെ3; 4ሻ; ሺ4;െ3ሻሽ. 108. ൛൫5 ൅ √28;െ5 ൅
√28ሻ; ൫5 െ √28;െ5 െ √28൯; ሺ5; 2ሻ; ሺെ2;െ5ሻൟ . 109.ሼሺ0,6; 0,3ሻ; ሺ0,4; 0,5ሻሽ. 

110.ቄሺെ1; 2ሻ; ቀെ ଵ
ସ
; െ ଵ

ସ
ቁቅ 111.ቄሺ2; 1ሻ; ሺ1; 2ሻ; ቀହା√ଶଵ

ଶ
; ହି√ଶଵ

ଶ
ቁ ; ቀହି√ଶଵ

ଶ
; ହା√ଶଵ

ଶ
ቁቅ.  ǂង 

ݔ ൅ ݕ ൌ ,ݑ ݕݔ ൌ បនទ ݒ ប់មក െݑ ൅ ݒ ൌ ݒݑ នងិ ݖ ൌ  ។ ݐ

 112. ቄቀെ ଶହାହ√଺ଵ
ଽ

; ହା√଺ଵ
ଽ

ቁ ; ቀିଶହାହ√଺ଵ
ଽ

; ହି√଺ଵ
ଽ

ቁ ; ሺെ6;െ4/3ሻ; ሺ3/2; 1/3ሻቅ.  ǂង ݔ ൌ   . ݐݕ

113. ൛ሺെ1; 3ሻ; ሺ1;െ3ሻ; ൫16/√11; 1/√11൯; ൫െ16 √11⁄ ;െ1/√11൯ൟ. 
114. ൛ሺ1; 2ሻ; ሺെ1;െ2ሻ; ൫√2; √2൯; ൫െ√2;െ√2൯ൟ. 

115. ൜൬ ଶା√ଵଽ
ඥଵସାସ√ଵଽ
య ; െ ଷ

ඥଵସାସ√ଵଽ
య ൰ ; ൬ ିଶା√ଵଽ

ඥିଵସାସ√ଵଽ
య ; ଷ

ඥିଵସାସ√ଵଽ
య ൰ ; ሺ2;െ1ሻൠ. 

116. ሼሺ2; 1ሻ ሽ.  គុណសមីករទពីរីនងឹ 2 រចួបូកចូលសមីករទមួីយ បនទ ប់មកគុណសមីករទពីរី

ដែដលនងឹ െ2 រចួបូកចូលសមីករទីមួយចស់ េយើងទញបន្របពន័ធថម ី

൜16ݔ
ଶ ൅ ݕݔ8 ൅ ଶݕ െ ݔ72 െ ݕ18 ൅ 81 ൌ 0

ଶݔ4 െ ݕݔ12 ൅ ଶݕ9 െ ݔ4 ൅ ݕ6 ൅ 1 ൌ 0
 

฻ ൜
ሺ4ݔ ൅ ሻଶݕ െ 18ሺ4ݔ ൅ ሻݕ ൅ 81 ൌ 0
ሺ2ݔ െ ሻଶݕ3 െ 2ሺ2ݔ െ ሻݕ3 ൅ 1 ൌ 0

 

฻  ൜ ݔ4 ൅ ݕ ൌ 9
ݔ2 െ ݕ3 ൌ 1 

117. ൛൫0; 1/√3൯; ൫0;െ1/√3൯; ሺ1; 1ሻ; ሺെ1;െ1ሻൟ. 118. ቄቀଶ
଻
; െ9/7ቁ ; ሺ1; 3ሻቅ.  

119. ሼሺ2; 6ሻ; ሺ1; 3ሻሽ.120. ൛൫2√2;െ√2൯; ൫െ2√2; √2൯ൟ.  
121. ൛൫√6; √6/3൯; ൫െ√6;െ√6/3൯ൟ 
122. ሼሺ2; 1; െ1ሻ; ሺ31 15⁄ ; 17 15⁄ ;െ2/3ሻሽ. 123. ሼሺ1; 2; 2ሻ; ሺ2; 1; 1ሻሽ 
124. ቄሺ3; െ2; 1ሻ; ሺെ2; 3; 1ሻ; ቀଷା√ଵ଻

ଶ
; ଷି√ଵ଻

ଶ
; െ1ቁ ; ቀଷି√ଵ଻

ଶ
; ଷା√ଵ଻

ଶ
; െ1ቁቅ.  

125. ሼሺ3; 1; െ2ሻ; ሺെ5;െ3; 0ሻሽ. 126. ሼሺ3; 5; െ1ሻ; ሺെ3;െ5; 1ሻሽ 
127. ቄሺ2;െ1; 3ሻ; ሺെ2; 1;െ3ሻ; ቀെ ଻

√ଵଷ
; ହ
√ଵଷ

; െ ଵଵ
√ଵଷ

ቁ ; ቀ ଻
√ଵଷ

; െ ହ
√ଵଷ

; ଵଵ
√ଵଷ

ቁቅ. 
128. ሼሺെ4;െ3; 1ሻ; ሺ4; 3;െ1ሻሽ. 129. ሼሺ1/2; 1/3; 1/4ሻሽ . 
130. ሼሺെ1; 1; 0ሻ; ሺ1;െ1; 0ሻሽ. 131. ሼሺ3; 3; 3ሻሽ. 
132. ሼሺ16; 30ሻሽ. 133. ሼሺ41; 40ሻሽ. 134. ൜ሺܿ; ܿ െ 1ሻ|ܿ א Թ ך ቄଵ

ଶ
ቅൠ. 135. ቄቀെ ଵ

ଶ
;െ ଶ

ହ
ቁ ; ሺ5; 4ሻቅ. 
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136. ቊቆටଷ√ଵ଴ଽାଽ
ଶ

; ටଷ√ଵ଴ଽିଽ
ଶ

ቇ ; ሺെ5;െ3ሻቋ. 137. ൛൫0; ܽ ൅ √ܽଶ ൅ 3 ൯ൟ ចំេពះ ܽ א ൫െ∞; √3൯; 

 ൛൫0; ܽ ൅ √ܽଶ ൅ 3 ൯; ൫0;െܽ െ √ܽଶ െ 3 ൯;  ൫0; െܽ ൅ √ܽଶ െ 3 ൯ൟ ចំេពះ ܽ א ൣ√3;∞൯។ 

138.  ሼሺ1; 1; 0ሻሽ.  សមីករទមួីយ េយើងទញបន ݔ ൌ 2 െ ។ ជំនសួចូលសមីករទពីរី េយើងទញ ݕ

បន 
ݕ2 െ ଶݕ െ ଶݖ ൌ 1 

ฺ    ଶݖ ൅ ሺݕ െ 1ሻଶ ൌ 0 
ฺ ݖ ൌ 0; ݕ ൌ 1 

139. ቄെ ଵ
ସ
ቅ ׫ ሾ0;∞ሻ. 

140. ក) 25.  គុណសមីករទីមួយនងឹ ߙ នងិសមីករទពីរីនងឹ ߚ ែដល ߚߙ ് 0 បនទ ប់មកបូកចូលគន  

េយើងទញបន៖ 

൬
ߙ2
3 ൅ ൰ߚ ݔ ൅ ൬

ߙ4
5 ൅ ൰ߚ ݕ ൅ ൬

ߙ5
6 ൅ ൰ߚ ݖ ൌ ߙ61 ൅  ߚ79

េយើងយក ଶఈ
ଷ
൅ ߚ ൌ 0; ସఈ

ହ
൅ ߚ ൌ ଶ

ହ
; ହఈ

଺
൅ ߚ ൌ ଵ

ଶ
 ។ េយើងទញបន ߙ ൌ 3, ߚ ൌ െ2 ។ ដេូចនះ 

ଶ
ହ
ݕ ൅ ௭

ଶ
ൌ ߙ61 ൅ ߚ79 ൌ 15 ។ 

ខ) ሼሺ27; 10; 42ሻሽ.  េƽយǒរ ݔ, ,ݕ ݔ ជចំននួគត់ធមមជត ិេនះ ݖ ൌ 3݇; ݕ ൌ 5݈; ݖ ൌ 6݉ ែដល 

݇; ݈;݉ א Գ ។ ្របពន័ធសមីករសមមូលនងឹ 

ቄ4݈ ൅ 5݉ ൌ 61 െ 2݇
5݈ ൅ 6݉ ൌ 79 െ 3݇ 

េយើងទញបន ݈ ൌ 29 െ 3݇ នងិ ݉ ൌ 2݇ െ 11 ។ េƽយ ݇; ݈;݉ א Գេនះ 

൝
݇ ൐ 0
29 െ 3݇ ൐ 0
2݇ െ 11 ൐ 0

 

េយើងទញបន ݇ ൌ 9 ។ 

141. ចំេពះ ܽ ൌ 0 េយើងទញបន ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ሺ0,0,0ሻ។ ចំេពះ ܽ ് 0 េយើងទញបន ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א

ሼሺݐଵ, ,ଶݐ ;଴ሻݖ ሺݐଶ, ,ଵݐ   ଴ሻሽ ែដលݖ

଴ݖ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2ܽ ; ଵ,ଶݐ  ൌ
ܽଶ ൅ ܾଶ േ ඥሺ3ܽଶ െ ܾଶሻሺ3ܾଶ െ ܽଶሻ

4ܽ  

េដើមបីេǕយចំេលើយវជិជមននងិខុសគន  លកខខណ្ឌ ចំបច់នងឹ្រគប់្រគន់គ ឺ3ܾଶ ൐ ܽଶ ൐ ܾଶ នងិ ܽ ൐ 0 ។ 

142.  បូកសមីករទំងអស់បញចូលគន  េយើងទញបន 2ሺݔଵ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൅ ସݔ ൅ ହሻݔ ൌ

ଵݔሺݕ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൅ ସݔ ൅ ݕ ହሻ ។ េបើݔ ൌ 2 េនះេយើងទញបន ݔଵ െ ଶݔ ൌ ଶݔ െ ଷݔ ൌ ڮ ൌ ହݔ െ

ଵݔ ଵ ដេូចនះݔ ൌ ଶݔ ൌ ڮ ൌ ݕ ହ ជចំេលើយរបស់្របពន័ធ។ េបើݔ ് 2 េនះ ݔଵ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൅ ସݔ ൅ ହݔ ൌ

0។ បូកសមីករទបីីខងេដើមចូលគន  េយើងទញបន ݔଶ ൌ ଵݔሺݕ ൅ ଶݔ ൅ ଵݔ ଷሻ ។េƽយݔ ൅ ଷݔ ൌ  ଶݔݕ

េនះ ݔଶ ൌ ሺݕଶ ൅ ฺ,ଶݔሻݕ ሺݕଶ ൅ ݕ െ 1ሻݔଶ ൌ 0 ។ េបើ ݕଶ ൅ ݕ െ 1 ് 0 េនះ ݔଶ ൌ 0 ដចូគន

េយើងទញបន ݔଵ ൌ ଶݔ ൌ ڮ ൌ ହݔ ൌ 0 ។ េបើ ݕଶ ൅ ݕ െ 1 ൌ 0 េនះ បូកសមីករទមួីយនងិទពីរី 

េយើងទញបន ݔହ ൅ ଶݔ ൅ ଵݔ ൅ ଷݔ ൌ ଵݔݕ ൅ ଶݔݕ  ฺ ଷݔ ൅ ହݔ ൌ ଵݔݕ ൅ ଶݔݕ െ ଶݔ െ ଵݔ  ฺ

ଷݔ  ൅ ହݔ ൌ െݕଶݔଶ െ ଵݔଶݕ  ฺ ଷݔ ൅ ହݔ ൌ െݕሺݔଵ ൅ ଷሻݔ െ ହݔሺݕ ൅ ଶሻݔ  ฺ ଷݔ ൅ ହݔ ൌ  ସ ។ݔݕ



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | IV. ្របព័នធសមីករ 77 

 

ដចូគន  េយើងទញបនសមីករទ៥ី។ មននយ័ថ សមីករទ៤ីនងិទ៥ី Ǖ្រសយ័លីេនែអ៊រនងឹសមីករបី

ខងេលើ។ យក ݔଵ ൌ ;ݑ ହݔ ൌ ଶݔ ។ េយើងទញបន ݒ ൌ ݑݕ െ ;ݒ ଷݔ ൌ ݑଶݕ െ ݒݕ െ ;ݑ ସݔ ൌ

ݑଷݕ െ ݒଶݕ െ ݑݕ2 ൅  ។ ݒ

143.  សនមតថ ሺݔଵ, ,ଶݔ |ଵݔ| ଷሻ ជចំេលើយរបស់្របពន័ធ។ េយើងǕចសនមតថݔ ൒ |ଶݔ| ൒  ଷ| ។ݔ|

សនមតថ |ݔଵ| ൐ 0 ។ ពសីមីករទមួីយ េយើងទញបន 

0 ൌ .|ଵݔ| ฬܽଵଵ ൅ ܽଵଶ
ଶݔ
ଵݔ
൅ ܽଵଷ

ଷݔ
ଵݔ
ฬ ൒ .|ଵݔ| ሺܽଵଵ െ |ܽଵଶ| െ |ܽଵଷ|ሻ ൐ 0 

មិនǕច។ ដេូចនះ |ݔଵ| ൌ 0 នេំǕយ ݔଵ ൌ ଶݔ ൌ ଷݔ ൌ 0 ។ 

144. េបើមនចំននួǁមួយេសមើសូនយ ឧបមថ ݔଵ ൌ 0 េនះ ݔଵ ൅ ସݔଷݔଶݔ ൌ 2 ฺ ସݔଷݔଶݔ ൌ

2; ଶݔ ൅ ସݔଷݔଵݔ ൌ 2  ฺ ଶݔ ൌ 2;… ; ଷݔ ൌ ସݔ ൌ 2 មិនǕច។ ដេូចនះគម នចំននួǁមួយǕចេសមើសូនយ

បនេទ។ ǂង ݔଵݔଶݔଷݔସ ൌ ௜ݔ ។ សមមតកិមមសមមូលនងឹ ݌ ൅
௣
௫೔
ൌ 2, ݅ ൌ 1,2,3,4 ។ សមីករ 

ݔ ൅ ௣
௫
ൌ 2 មនរសឺយ៉ងេ្រចើនចំននួពរីǂងេƽយ ݕ នងិ ݖ ។ ដេូចនះ ݔ௜ នមួិយៗǕចេសមើ ݕ រេឺសមើݖ ។ 

េយើងមនបីករណី៖ 

ଵݔ ൌ ଶݔ ൌ ଷݔ ൌ ସݔ ൌ ݕ ។ ដេូចនះ ݕ ൅ ଷݕ ൌ 2 នេំǕយ ݕ ൌ 1 ។ 

ଵݔ ൌ ଶݔ ൌ ଷݔ ൌ ,ݕ ସݔ ൌ ݖ ។ ដេូចនះ ݖ ൅ ଷݕ ൌ ݕ ൅ ݖଶݕ ൌ 2 ។ េយើងទញបន ሺݕ; ሻݖ ൌ
ሼሺെ1; 3ሻ; ሺ1; 2ሻ ሽ 
ଵݔ ൌ ଶݔ ൌ ,ݕ ଷݔ ൌ   ସݔ ൌ ݕ ។ ករណីេនះេយើងទញបន ݖ ൌ ݖ ൌ 1 ។ 

ដេូចនះរសឺ ሺݔଵ; ;ଶݔ ;ଷݔ ;ସሻ គ ឺሼሺ1ݔ 1; 1; 1ሻ; ሺെ1;െ1;െ1; 3ሻሽ នងិចំǎស់របស់Ǐ។ 

145.  ǂង ܮଵ ൌ |ܽଵ െ ܽଶ|ݔଶ ൅ |ܽଵ െ ܽଷ|ݔଷ ൅ |ܽଵ െ ܽସ|ݔସ នងិដចូគន ចំេពះ ܮଶ,  ସ ។ܮ ଷ នងិܮ

សនមតថ ܽଵ ൏ ܽଶ ൏ ܽଷ ൏ ܽସ ។ េនកនងុករណីេនះ 
2|ܽଵ െ ܽଶ||ܽଶ െ ܽଷ|ݔଶ ൌ |ܽଷ െ ܽଶ|ܮଵ െ |ܽଵ െ ܽଷ|ܮଶ ൅ |ܽଵ െ ܽଶ|ܮଷ 

ൌ |ܽଷ െ ܽଶ| െ |ܽଵ െ ܽଷ| ൅ |ܽଵ െ ܽଶ| ൌ 0 
2|ܽଶ െ ܽଷ||ܽଷ െ ܽସ|ݔଷ ൌ |ܽସ െ ܽଷ|ܮଶ െ |ܽଶ െ ܽସ|ܮଷ ൅ |ܽଶ െ ܽଷ|ܮସ 

ൌ |ܽସ െ ܽଷ| െ |ܽଶ െ ܽସ| ൅ |ܽଶ െ ܽଷ| ൌ 0 
ដេូចនះ េយើងទញបន ݔଶ ൌ ଷݔ ൌ 0 េហើយនេំǕយ ݔଵ ൌ ସݔ ൌ 1/|ܽଵ െ ܽସ| ។ រសឺេនះេផទȣងផទ ត់

្របពន័ធសមីករែដលេǕយ។ ចំេលើយេផƞងេទៀតជចំǎស់ៃនចំេលើយមួយេនះ។ 

146.  េបើមួយកនងុចំេនម ݔ, ,ݕ េសមើ 1 រ ឺെ1 េនះ ሺെ1,െ1,െ1ሻ នងិ ሺ1,1,1ሻ ។ ្របពន័ធគម ݖ ន

ចំេលើយេផƞងពេីនះេទ។ ǂង ݂ሺݐሻ ൌ ଶݐ ൅ ݐ െ 1 ។ េបើកនងុចំេនម ݔ, ,ݕ  មនមួយធជំង 1 សនមតថ ݖ

ݔ ൐ 1 េយើងមន ݔ ൏ ݂ሺݔሻ ൌ ݕ ൏ ݂ሺݕሻ ൌ ݕ ൏ ݂ሺݕሻ ൌ ݖ ൏ ݂ሺݖሻ ൌ  មិនǕច។ ដេូចនះ  ݔ

,ݔ ,ݕ ݖ ൑ 1 ។ 

ឥលូវសនមតថ មនមួយកនងុចំេនម ݔ, ,ݕ មនតៃំលតចូជង െ1 ។ េƽយ min ݔ សនមតថ ݖ ݂ ൌ െ ହ
ସ
 

េនះ េយើងមន ݔ ൌ ݂ሺݖሻ א ቂെ ହ
ସ
; െ1ቁ។ េƽយ ݂ ൬ቂെ ହ

ସ
; െ1ቁ൰ ൌ ሺെ1;െ11/16ሻ ك ሺെ1; 0ሻ 

នងិ ݂൫ሺെ1; 0ሻ൯ ൌ ቂെ ହ
ସ
; െ1ቁ ដេូចនះ ݕ ൌ ݂ሺݔሻ א ሺെ1; 0ሻ, ݖ ൌ ݂ሺݕሻ א ቂെ ହ

ସ
;െ1ቁ នងិ ݔ ൌ

݂ሺݖሻ א ሺെ1,0ሻ ផទុយពកីរសនមត។ ដេូចនះ െ1 ൑ ,ݔ ,ݕ ݖ ൑ 1 ។ 
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េបើ െ1 ൏ ,ݔ ,ݕ ݖ ൏ 1 េនះ ݔ ൐ ݂ሺݔሻ ൌ ݕ ൐ ݂ሺݕሻ ൌ ݖ ൐ ݂ሺݖሻ ൌ  មិនǕច។ ݔ

147.ሺെ2;െ1ሻ; ቀെ ଵସ
ଷ
; ଵଷ
ଷ
ቁ. 148.  ǂង ܵ௞ ൌ ଵ௞ݔ ൅ ଶ௞ݔ ൅ ൅ڮ ,௞ߪ ௡௞ នងិ ǂងݔ ݇ ൌ 1,2,… , ݊ ជ

ពហុធសីុេម្រទបីថមទី݇  ៃន ݔଵ, ,ଶݔ … , ௡។ ពហុធសីុេម្រទីបថមទី݇ݔ  ជ ߪ௞ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ

௜మݔ௜భݔ∑ … ,௜ೖ  ែដល ሼ݅ଵݔ ݅ଶ, … , ݅௞ሽ א ሼ1,2,… , ݊ሽ។ ឧទហរណ៍ ߪଵሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ ൌ ଵݔ ൅ ଶݔ ൅

,ଵݔଶሺߪ ;ଷݔ ,ଶݔ ଷሻݔ ൌ ଶݔଵݔ ൅ ଷݔଶݔ ൅ ,ଵݔଷሺߪ ;ଵݔଷݔ ,ଶݔ ଷሻݔ ൌ  ଷ ។ݔଶݔଵݔ

្របពន័ធសមីករែដលេǕយ ܵ௞ ൌ ܽ௞, ݇ ൌ 1,2,… , ݊ ។ ǂមរបូមន្តញូវតុន េយើងទញបន 
௞ߪ݇ ൌ ଵܵߪ௞ିଵ െ ܵଶߪ௞ିଶ ൅ ൅ڮ ሺെ1ሻ௞ܵ௞ିଵߪଵ ൅ ሺെ1ሻ௞ିଵܵ௞, ݇ ൌ 1,2,… , ݊ 

្របពន័ធសមីករែដលេǕយសមមូលនងឹ ߪଵ ൌ ܽ នងិ ߪ௞ ൌ 0 ចំេពះ ݇ ൌ 2,… , ݊ ។ ǂម្រទឹស្តីបទែវយត 

,ଵݔ ,ଶݔ … , ௡ݔ ௡ ជរសឺៃនពហុធݔ െ ,ܽ ௡ିଵ មននយ័ថ រសឺទំងេនះេសមើនងឹݔܽ 0, … , 0 នងិចំǎស់

ទំងអស់។ 

149. េបើ ݉ ב ሼെ2; 1ሽ េនះ្របពន័ធមនរសឺែតមួយគត់ 

ݔ ൌ
ܾ ൅ ܽ െ ሺ1 ൅݉ሻܿ
ሺ2 ൅ ݉ሻሺ1 െ ݉ሻ ; ݕ ൌ

ܽ ൅ ܿ െ ሺ1 ൅ ݉ሻܾ
ሺ2 ൅݉ሻሺ1 െ݉ሻ ; ݖ ൌ

ܾ ൅ ܿ െ ሺ1 ൅݉ሻܽ
ሺ2 ൅ ݉ሻሺ1 െ ݉ሻ  

ចំននួ ݔ, ,ݕ ,ܽ ជស្វុីតនព្វន្ត េបើនងិមនែតេបើ ݖ ܾ, ܿ ជស្វុីតនព្វន្តែដរ។ 

េបើ ݉ ൌ 1 េនះ្របពន័ធមនចំេលើយ េបើនងិមនែតេបើ ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ។ ករណី ݉ ൌ െ2 ្របពន័ធមន

ចំេលើយ េបើនងិមនែតេបើ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൌ 0 ។ េនកនងុករណីទំងពរីេនះ ្របពន័ធមនចំេលើយេ្រចើនǍប់

មិនអស់។. 

150.  េយើងមន ܿ௡ ൐ 0 ចំេពះ្រគប់ ݊ គូ។ ដេូចនះ ܿ௡ ൌ 0 Ǖចបនែតចំេពះ ݊ េសសែតបុ៉េǁ្ណ ះ។ 

សនមតថ ܽଵ ൑ ܽଶ ൑ ڮ ൑ ଼ܽ េហើយថ ܽଵ ൑ 0 ൑ ଼ܽ។ 

េបើ |ܽଵ| ൏ |଼ܽ| េនះមន ݊଴ ែដលចំេពះ្រគប់ចំននួេសស ݊ ൐ ݊଴ េយើងមន 7|ܽଵ|௡ ൏ ଼ܽ௡ ។ ដេូចនះ  

ܽଵ௡ ൅ ܽଶ௡ ൅ ൅ڮ ଼ܽ௡ ൐ 7ܽଵ௡ ൅ ଼ܽ௡ ൐ 0 ផទុយពលីកខខណ្ឌ ែដលថ ܿ௡ ൌ 0 ចំេពះតៃំល ݊ េ្រចើនǍប់មិន

អស់។ ដចូគន ករណី |ܽଵ| ൐ |଼ܽ| កមិ៏នǕចែដរ។ េយើងទញបន ܽଵ ൌ െ଼ܽ ។ ǂមរេបៀបដចូគន  េយើង

ទញបន ܽଶ ൌ െܽ଻; ܽଷ ൌ െܽ଺ នងិ ܽସ ൌ െܽହ ។ េហើយ ܿ௡ ൌ 0 ចំេពះ្រគប់ចំននួេសស ݊ ។ 

151.  ǂង ܺ ൌ 1 െ ;ݔ ܻ ൌ 1 െ ;ݕ ܼ ൌ 1 െ ;ݖ ܶ ൌ 1 െ  ។ េយើងទញបន ݐ

൞
ܺଶ ൌ ܻ
ܻଶ ൌ ܼ
ܼଶ ൌ ܶ
ܶଶ ൌ ܺ

 

េយើងទញបន ܺସ ൌ ܻଶ ൌ ܼ  ฺ ଼ܺ ൌ ܼଶ ൌ ܶ  ฺ ܺଵ଺ ൌ ܶଶ ൌ ܺ   ฺ ܺሺܺଵହ െ 1ሻ ൌ 0 ។ 

េយើងទញបន  

- ܺ ൌ 0; ฺ ܻ ൌ ܼ ൌ ܶ ൌ 0  ฺ ݔ ൌ ݕ ൌ ݖ ൌ ݐ ൌ 1 

- ܺ ൌ 1; ฺ ܻ ൌ ܼ ൌ ܶ ൌ 1  ฺ ݔ ൌ ݕ ൌ ݖ ൌ ݐ ൌ 0 

152.  បូកសមីករទំងអស់បញចូលគន  េយើងទញបន 
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0 ൌ ෍ ቆݔ௜ଶ ൅ 2 ൬
ܽ െ 1
2 ൰ ௜ݔ ൅ ൬

ܽ െ 1
2 ൰

ଶ

ቇ
ଵ଴଴଴

௜ୀଵ

ൌ ෍ ൬ݔ௜ ൅
ܽ െ 1
2 ൰

ଶଵ଴଴଴

௜ୀଵ

 

េយើងទញបន ݔଵ ൌ ଶݔ ൌ ڮ ൌ ଵ଴଴଴ݔ ൌ
௔ିଵ
ଶ

 ។ 

153.  ǂង ݐଵ ൌ ଵݔ െ ;ଶݔ ଶݐ ൌ ଶݔ െ …;ଷݔ ; ௡ݐ ൌ ௡ݔ െ  ଵ ។ ្របពន័ធសមីករសមមូលនងឹݔ

൞

ଵݐ2 ൌ ଶݐ3
ଶݐ2 ൌ ଷݐ3
……

௡ݐ2 ൌ ଵݐ3

 

គុណអងគនងឹអងគៃនសមីករ េយើងទញបន 2௡ݐଵݐଶ … ௡ݐ ൌ 3௡ݐଵݐଶ … ௡ݐ  ฺ ଶݐଵݐ … ௡ݐ ൌ 0។ ដេូចនះ

្រតវូមន ݐ௜ មួយែដលេសមើសូនយ ។ េហើយេƽយ 2ݐ௜ ൌ ଵݐ ௜ାଵ េនះ េយើងទញបនݐ3 ൌ ଶݐ ൌ ڮ ൌ

௡ݐ ൌ 0 េហើយ ݔଵ ൌ ଶݔ ൌ ڮ ൌ  ௡ ។ݔ

154.  េយើងមន 3ܵ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൒ 0  ฺ ܵ ൌ ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൒ 0 ។ ដេូចនះកនងុចំេនម ݔ, ,ݕ  ݖ

្រតវូែតមនមួយជចំននួមិនអវជិជមន។ សនមតថ ݔ ൒ 0 ។ េយើងទញបន 
ሺ4ݕ െ ሻݕ ൌ ݔ ൒ 0   ฺ 0 ൑ ݕ ൑ 4 

ដចូគន េយើងទញបន 0 ൑ ,ݔ ,ݕ ݖ ൑ 4 ។ ǂង ݔ ൌ 4 sinଶ ែដល 0 ߙ ൑ ߙ ൑ గ
ଶ
 ។ េយើងទញបន 

ݖ ൌ 4 sinଶ ߙ2 ; ݕ ൌ 4 sinଶ ݔ ។ េហើយ ߙ4 ൌ 4 sinଶ   ។ ដេូចនះ ߙ8
4 sinଶ ߙ8 ൌ 4 sinଶ ߙ   ฺ cos ߙ16 ൌ cos  ߙ2

នេំǕយ 

ߙ16 (1 ൌ ߙ2 ൅   ߨ2݇ ฺ ߙ ൌ ௞గ
଻
 ሺ݇ א Ժሻ; 

0 ൑ ߙ ൑
ߨ
2 ฺ ݇ ൌ ሼ0; 1; 2; 3ሽ 

- ݇ ൌ 0 
ݔ ൌ ݕ ൌ 0; ฺ ܵ ൌ 0 

-݇ ൌ 1; 2; 3 

 ฺ  ܵ ൌ 4 ൬sinଶ
ߨ
7 ൅ sinଶ

ߨ2
7 ൅sinଶ

ߨ3
7 ൰ ൌ 7 

ߙ16 (2 ൌ െ2ߙ ൅   ߨ2݇ ฺ ߙ ൌ ௞గ
ଽ
 ሺ݇ א Ժሻ; 

0 ൑ ߙ ൑
ߨ
2 ฺ ݇ ൌ ሼ0; 1; 2; 3; 4ሽ 

- ݇ ൌ 0 
ݔ ൌ ݕ ൌ 0; ฺ ܵ ൌ 0 

‐ ݇ ൌ 1; 2; 4 

ฺ  ܵ ൌ 4 ൬sinଶ
ߨ
9 ൅ sinଶ

ߨ2
9 ൅sinଶ

ߨ4
9 ൰ ൌ 6 

‐ ݇ ൌ 3 

ฺ  ܵ ൌ 4 ൬sinଶ
ߨ
3 ൅ sinଶ

ߨ2
3 ൅sinଶ

ߨ4
3 ൰ ൌ 9 

155. ሼሺ1; 1; 1ሻ; ሺെ2;െ2;െ2ሻሽ យកសមីករទមួីយដកសមីករទពីរី សមីករទពីរីដកសមីករទបីី 

េយើងទញបន 
ሺݔ െ ሻሺ1ݕ െ ሻݖ ൌ 0;    ሺ1ሻ  
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ሺݕ െ ሻሺ1ݖ െ ሻݔ ൌ 0   ሺ2ሻ 
ሺ1ሻ ฺ ݔ   ൌ ݖឺ រ ݕ ൌ 1 

ሺ2ሻ ฺ ݕ   ൌ ݔឺ រ ݖ ൌ 1 

េយើងទញបនបួនករណី 
ሺݔ ൌ ݕ ൌ ;ሻݖ ሺݔ ൌ ;ݕ ݔ ൌ 1ሻ; ሺݖ ൌ 1; ݕ ൌ ;ሻݖ ሺݖ ൌ 1; ݔ ൌ 1ሻ 

ករណីទំងបួនេនះ ្រតវូនងឹ ݔ ൌ ݕ ൌ ݖ ൌ 1 រ ឺݔ ൌ ݕ ൌ ݖ ൌ െ2 ។ 

156.  េយើងសិកǜករណី ܽ ൐ 0 េ្រពះ ܽ ് 0 ។ ករណី ܽ ൏ 0 គុណអងគសមីករនងឹសញញ ដក។ 

បូកសមីករទំងបីៃន្របពន័ធបញចូលគន  េយើងទញបន 
ሾܽݔଶ ൅ ሺܾ െ 1ሻݔ ൅ ܿሿ ൅ ሾܽݕଶ ൅ ሺܾ െ 1ሻݕ ൅ ܿሿ ൅ ሾܽݖଶ ൅ ሺܾ െ 1ሻݖ ൅ ܿሿ ൌ 0 

ǂង ݂ሺݐሻ ൌ ଶݐܽ ൅ ሺܾ െ 1ሻݐ ൅ ܿ ។ េយើងមន  
݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ ൅ ݂ሺݖሻ ൌ 0       ሺכሻ 

េបើ Δ ൌ ሺܾ െ 1ሻଶ െ 4ܽܿ ൏ 0 េនះ ݂ሺݐሻ ൐ 0 ចំេពះ្រគប់ ݐ א Թ  េ្រពះ ܽ ൐ 0។ ដេូចនះ 
݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ ൅ ݂ሺݖሻ ൐ 0 

ផទុយពសីមីករ(*)។ 

157.  ជំនសួ ݕ ൌ െݔ ចូលកនងុ្របពន័ធ េយើងទញបន 

ቐݔ
ଷ ൅ ଷݔܽ ൌ

1
2
ሺܽ ൅ 1ሻଶ        ሺ1ሻ

ଷݔ2 െ ଷݔܽ ൌ 1    ሺ2ሻ
  

សមីករទ២ី េយើងទញបន ݔ ് 0 ។ បូកសមីករទំងពរីចូលគន  េយើងទញបន 

ଷݔ3 ൌ
1
2
ሺܽ ൅ 1ሻଶ ൅ 1 ൐ 0; ฺ ݔ ൐ 0 

យកសមីករទ១ីែចកនងឹសមីករទ២ី េយើងទញបន 
ܽ ൅ 1
2 െ ܽ

ൌ
1
2
ሺܽ ൅ 1ሻଶ   ฺ ܽ ൌ 0; െ1; 1 

ចំេពះ ܽ ൌ 0 េយើងមន 

ቐݔ
ଷ ൌ

1
2

ଷݔ ൅ ଶݕݔ ൌ 1
    ฻

ە
۔

ݔۓ ൌ
1
√2య

ݕ ൌ േ
1
√2య

 

រសឺែដលេផទȣងផទ ត់គ ឺݔ ൌ ଵ
√ଶయ ; ݕ ൌ െ ଵ

√ଶయ  ។ 

ចំេពះ ܽ ൌ െ1 េយើងទញបន 

൜ݔ
ଷ ൅ ଷݕ ൌ 0
ଷݔ െ ݕଶݔ ൅ ଶݕݔ ൌ 1

ฺ

ە
۔

ۓ ݔ ൌ
1
√3య

ݕ ൌ െ
1
√3య

 

ចំេពះ ܽ ൌ 1 េយើងទញបន 

൜ݔ
ଷ െ ଷݕ ൌ 2
ଷݔ ൅ ݕଶݔ ൅ ଶݕݔ ൌ 1

ฺ ൜ݔ
ଷ െ ଷݕ ൌ 2
ଷݔ2 ൅ ݕଶݔ2 ൅ ଶݕݔ2 ൌ 2

 

ฺ ଷݔ ൅ ݕଶݔ2 ൅ ଶݕݔ2 ൅ ଷݕ ൌ 0 
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ฺ ሺݔ ൅ ଶݔሻሺݕ െ ݕݔ ൅ ଶሻݕ ൅ ݔሺݕݔ2 ൅ ሻݕ ൌ 0 
ฺ ሺݔ ൅ ଶݔሻሺݕ ൅ ݕݔ ൅ ଶሻݕ ൌ 0 
ฺ ݔ ൅ ݕ ൌ 0 
ฺ ݔ ൌ 1; ݕ ൌ െ1 

ដេូចនះ ܽ ൌ ሼെ1; 0; 1ሽ ្របពន័ធមនរសឺេផទȣងផទ ត់ លកខខណ្ឌ ។ 

158. ្របពន័ធសមមូលនងឹ 

ە
۔

ݔ3ۓ
ଶ െ 2ሺ3 ൅ ݔሻݖ ൅ ݖ3 ൅ 3 ൌ 0ሺ1ሻ

ଷݕ ൅ ଶݕ3 ൌ ଶݔ െ ݔ3 ൅ 2  ሺ2ሻ
ଶݕ ൌ െݖଶ ൅ ݖ6 ሺ3ሻ
ݖ ൑ 3  ሺ4ሻ

 

សមីករ(១) មនរសឺ េបើ Δᇱ ൌ ሺ3 ൅ ሻଶݖ െ 3ሺ3ݖ ൅ 3ሻ ൒ 0    ฺ ݖ ൑ 0 ; ݖ ൒ 3 (៥)។ សមីករទ៣ី

មនរសឺេបើ െݖଶ ൅ ݖ6 ൒ 0    ฺ 0 ൑ ݖ ൑ 6 (៦)។ ព(ី៤) (៥)(៦)េយើងទញបន ݖ ൌ 0; ݖ ൌ 3 ។ 

េបើ ݖ ൌ 0 េនះ ǂម(៣) េយើងទញបន ݕ ൌ 0;  នងិព(ី២) េយើងទញបន ݔ ൌ 1; ݔ ൌ 2 ។ 

េផទȣងផទ ត់ǂម(១) េយើងទញបន ݔ ൌ 1 ។ 

េបើ ݖ ൌ 3 េនះ ǂម(៣) េយើងទញបន ݕ ൌ േ3 ។ ព(ី១) េយើងទញបន ݔ ൌ 2 ។ ចំេពះ ݔ ൌ 2 

េផទȣងផទ ត់ǂម(២) េយើងទញបន ݕ ൌ െ3 ។ ដេូចនះ 
ሺݔ; ;ݕ ሻݖ ൌ ሼሺ1; 0; 0ሻ; ሺ2;െ3; 3ሻሽ 

159. គុណសមីករទមួីយទពីរីនងិទបីី នងឹ ܿ, ܽ, ܾ េរៀងគន  េយើងទញបន 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ
ܽܿ
ݔ െ

ܾܿ
ݖ ൌ ܿଶ െ ݔݖܿ

ܾܽ
ݕ െ

ܽܿ
ݔ ൌ ܽଶ െ ݕݔܽ

ܾܿ
ݖ െ

ܾܽ
ݕ ൌ ܾଶ െ ݖݕܾ

 

បូកសមីករទំងបីបញចូលគន  េយើងទញបន 
ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൌ ݕݔܽ ൅ ݕݖܾ ൅  ሺ1ሻ          ݖݔܿ

បំបត់ភគែបងៃន្របពន័ធេដើម 

ቐ
ݖܽ െ ݔܾ ൌ ݖݔܿ െ ଶݔଶݖ
ݔܾ െ ݕܿ ൌ ݕݔܽ െ ଶݕଶݔ

ݕܿ െ ݖܽ ൌ ݕݖܾ െ ଶݖଶݕ
 

បូកបញចូលគន  េយើងទញបន 
ଶݕଶݔ ൅ ଶݖଶݕ ൅ ଶݔଶݖ ൌ ݕݔܽ ൅ ݕݖܾ ൅  ሺ2ሻ       ݖݔܿ

បូក(១)នងឹ(២) េយើងទញបន 
ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൅ ଶݕଶݔ ൅ ଶݖଶݕ ൅ ଶݔଶݖ ൌ 2ሺܽݕݔ ൅ ݕݖܾ ൅  ሻݖݔܿ
ฺ    ሺݕݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺݕݖ െ ܾሻଶ ൅ ሺݖݔ െ ܿሻଶ ൌ 0 

ฺ   ቊ
ݕݔ ൌ ܽ
ݕݖ ൌ ܾ
ݖݔ ൌ ܿ

 

ฺ    ሺݔ; ;ݕ ሻݖ ൌ ቐቌට
ܽܿ
ܾ ;ඨ

ܾܽ
ܿ ;ඨ

ܾܿ
ܽ ቍ ; ቌെ

ට
ܽܿ
ܾ ;െඨ

ܾܽ
ܿ ;െඨ

ܾܿ
ܽ ቍቑ 
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160. ្របពន័ធមនរសឺងយ ሺ0; 0; 0ሻ ។ េបើ ݔ ൌ േ1 េនះ േ2 ൅ ݕ ൌ មិនǕច។ ដចូគន ݕ េយើងទញ

បន ݔ ് േ1; ݕ ് േ1; ݖ ് േ1 ។ េយើងមន 

ቐ
ݔ2 ൅ ݕଶݔ ൌ ݕ
ݕ2 ൅ ݖଶݕ ൌ ݖ
ݖ2 ൅ ݔଶݖ ൌ ݔ

      ฻   

ە
ۖ
۔

ۖ
ݕۓ ൌ

ݔ2
1 െ ଶݔ    

ሺ4ሻ

ݖ ൌ
ݕ2

1 െ ଶݕ     
ሺ5ሻ

ݔ ൌ
ݖ2

1 െ ଶݖ    ሺ6ሻ

 

ǂង ݔ ൌ tanߙ ് േ1   ฺ ߙ ് േగ
ସ
൅ ݇ గ

ଶ
, ݇ א Ժ ។ ព(ី៤) េយើងទញបន ݕ ൌ tan2ߙ នងិព(ី៥) 

េយើងទញបន ݖ ൌ tan ݔ េហើយជចុងេ្រកយ ߙ4 ൌ tan8ߙ ൌ tanߙ ។ ដេូចនះ 

ߙ8 ൌ ߙ ൅    ߨ݊ ฺ ߙ    ൌ ݊
ߨ
7  ;

ሺ݊ א Ժሻ 

ដេូចនះ្របពន័ធមនរសឺ ሺݔ; ;ݕ ሻݖ ൌ ቄቀtan݊ గ
଻
; tan ݊ ଶగ

଻
; tan ݊ ସగ

଻
ቁ |݊ א Ժቅ 

V. វសិមភព 

161.  ǂង 1 3 5 99 2 4 6 98
. . ; . .
2 4 6 100 3 5 7 99

A B= =" " ។ េƽយ 

 

2 1 4 3 6 5 98 97 99
, , , , ,1

3 2 5 4 7 6 99 98 100
> > > > >"

 
េនះ B A> ។ េយើងមន 

 

1 2 3 4 5 6 98 99 1
. . . . . .

2 3 4 5 6 7 99 100 100
AB

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜= =⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
"

 

ដេូចនះ  
2 1

100
A AB< =

 ⇒  
1

10
A <

។ 

បនទ ប់មកេទៀត  

 
3 5 7 99

2 . .
4 6 8 100

B A< = "
 

េ្រពះ  

2 3 4 5 6 7 98 99
, , , ,

3 4 5 6 7 8 99 100
< < < <"

។ ដេូចនះ 

 
1

.2
100

A A AB> =
 ⇒  1

10 2
A > ។ 

162.  េយើងមន 

 ( ) ( )100 50 50

1001 1.2.3 100
502 2 1.2.3 50 .2 1.2.3 50

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

"

" "  

   ( ) ( )
1.2.3 100 1.3.5 99

2.4.6 100 . 2.4.6 100 2.4.6 100
= =

" "
" " "  

េហើយǂមសំនរួ161. េយើងទញបនវសិមភពពតិ។ 



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | V. វសិមភព 83 

 

163.  ដំបូងេយើងនងឹបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 1n ≥  េយើងមន 

 

1 3 5 2 1 1
. .
2 4 6 2 3 1

n

n n

−
≤

+
"

 

ចំេពះ 1n =  េយើងមន 1 1

2 3.1 1
=

+
។ បនទ ប់មកេទៀតសនមតថពតិដល់ n  មននយ័ថ 

  

1 3 5 2 1 1
. .
2 4 6 2 3 1

n

n n

−
≤

+
"

 

េយើងគុណអងគសងខ ងៃនវសិមភពេនះនងឹ 2 1

2 2

n

n

+
+

 េយើងទញបន 

 ( )
1 3 5 2 1 2 1 2 1
. . .
2 4 6 2 2 2 2 2 3 1

n n n

n n n n

− + +
≤

+ + +
"

    
េយើងមន 

 ( )

2
2 1

2 2 3 1

n

n n

⎡ ⎤+⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦  
( )2

3 2

2 1

12 28 20 4

n

n n n

+
=

+ + +
 

     

( )
( )

2

3 2

2 1

12 28 19 4

n

n n n n

+
=

+ + + +
 

     

( )

( ) ( )

2

2

2 1

2 1 3 4

n

n n n

+
=

+ + +  

     

1

3 4n
<

+  
⇒  

( )
2 1 1

2 2 3 1 3 4

n

n n n

+
<

+ + +
 

⇒  1 3 5 2 1 2 1 1
. . .
2 4 6 2 2 2 3 4

n n

n n n

− +
≤

+ +
"  

164.  អនវុត្តនវ៍សិមភពកនងុសំនរួទ1ី63. ចំេពះ 50n =  េយើងទញបន 

 

1 3 5 99 1 1 1 1
. .
2 4 6 100 12,288 123.50 1 151

≤ = = <
+

"
"   

ពតិ។ 

165.  ្រǒយបញជ ក់ǂមកេំនើន។ 

166. ជដំបូង េយើងនងឹបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិk n≤  េយើងមន 

 

2

2

1
1 1 1

k
k k k

n n n n

⎛ ⎞⎟⎜+ ≤ + < + +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
ចំេពះ 1k =  វសិមភពពតិ។ សនមតថវសិមភពពតិចំេពះតៃំល k  ǁមួយ។  េយើងមន 
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1
1 1 1 1

1 1 1 1 1
k k

k

n n n n n

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜+ = + + ≥ + +⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠  

   
2

1 1
1 1
k k k

n nn

+ +
= + + > +  ពតិ (មិនចបំច់ែត k n≤ េទ) 

េយើងមន 

 

1 2

2

1 1 1 1
1 1 1 1 1

k k
k k

n n n n nn

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟⎜+ = + + < + + +⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠  

   

2 2

2 2 3

1 2 1 1
1
k k k k k

n n n n

+ + + +
= + + − +

 

   

( ) ( )2 2

2 3

1 11
1

k n k kk

n n n

+ + −+
= + + −

 

   

( )2

2

11
1

kk

n n

++
< + +

 
េ្រពះ ( ) 21n k k+ >  េបើ n k≥ ។ ដេូចនះេƽយយក k n=  េយើងទញបន 

 

2

2

1
2 1 1 1 3

n
n n n

n n n n

⎛ ⎞⎟⎜= + < + < + + =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
167.  ǂមសំនរួ 166. េយើងទញបន 

 
( )

1.000.000
1.000.000 1

1, 000.001 1 2
1.000.000

⎛ ⎞⎟⎜= + >⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
168. េយើងមន 

 

( )

( )

999 1000 1000

1000

1.001 1.001 1 1 1
. 1 .

1000 1001 1000 10011000

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= = +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

   1
3. 1
1001

< <  (ǂមសំនរួ 166.) 

ដេូចនះ 
1.000 9991.000 1.001> ។ 

169. េយើងមន 

        √ܿ ൅ 1 െ √ܿ ൏ √ܿ െ √ܿ െ 1 
฻ √ܿ ൅ 1 െ √ܿ െ 1 ൏ 2√ܿ 
฻ ൫√ܿ ൅ 1 െ √ܿ െ 1൯

ଶ
൏ 4ܿ 

฻ ඥܿଶ െ 1 ൏ ܿ 
ពតិ។ 
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170. ǂងចំននួពតិទំងេនះេƽយ ݔଵ, ,ଶݔ … , ଶݔଵݔ ௡ ែដលݔ ௡ݔ… ൌ 1 ។ េយើង្រតវូបង្ហ ញថ 

ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅ ௡ݔ ൒ ݊ ។ ចំេពះ ݊ ൌ 1 វសិមភពពតិ។ សនមតថពតិចំេពះ ݊ ൌ ݇ មននយ័ថ 

ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ ݔଵ, ,ଶݔ … , ଶݔଵݔ ௞ ែដលݔ ௞ݔ… ൌ 1 េយើងមន ݔଵ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅ ௞ݔ ൒ ݇ ។ 

ចំេពះ ݊ ൌ ݇ ൅ 1 េបើ ݔଵ ൌ ଶݔ ൌ ڮ ൌ ௞ାଵݔ ൌ 1 េនះݔଵ ൅ ଶݔ ൅ ൅ڮ ௞ାଵݔ ൒ ݇ ൅ 1 វសិមភព

ពតិ។ ករណីេផƞងពេីនះ េƽយǒរ ផលគុណៃនចំននួទំងេនះមនតៃំលេសមើមួយ េហើយចំននួទំងេនះ

មិនមនតៃំលេសមើមួយដចូគន ទំងអស់ ដេូចនះមនចំននួខ្លះតចូជងមួយចំននួខ្លះធជំងមួយ។ សនមត 

ଵݔ ൏ 1, ௞ାଵݔ ൐ 1។ ǂង ݕଵ ൌ ଶݔଵݕ ௞ାଵ។ េយើងមនݔଵݔ ௞ݔ… ൌ 1 ដេូចនះ ݕଵ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅ ௞ݔ ൒ ݇ 

។ េយើងមន 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅ ௞ାଵݔ ൌ ሺݕଵ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅ ௞ሻݔ െ ଵݕ ൅ ଵݔ ൅  ௞ାଵݔ
൒ ݇ െ ଵݕ ൅ ଵݔ ൅ ௞ାଵݔ ൌ ሺ݇ ൅ 1ሻ െ 1 െ ௞ାଵݔଵݔ ൅ ଵݔ ൅  ௞ାଵݔ

ൌ ݇ ൅ 1 ൅ ሺݔ௞ାଵ െ 1ሻሺ1 െ ଵሻݔ ൐ ݇ ൅ 1 
វសិមភពពតិដល់ ݇ ൅ 1 ។ 

171.    ្រǒយបញជ ក់ǂមកេំនើន។ ចំេពះ ݊ ൌ 1 វសិមភពពតិ។ សនមតថពតិចំេពះ ݊ ൌ ݇ 

មននយ័ថ ሺ1 ൅ ଵሻሺ1ݔ ൅ …ଶሻݔ ሺ1 ൅ ௞ሻݔ ൒ 1 ൅ ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ൅ڮ ௞ ។ គុណអងគទំងពរីៃនݔ

វសិមភពនងឹ ሺ1 ൅ ௞ାଵሻ េយើងទញបន ሺ1ݔ ൅ ଵሻሺ1ݔ ൅ …ଶሻݔ ሺ1 ൅ ௞ሻሺ1ݔ ൅ ௞ାଵሻݔ ൒

ሺ1 ൅ ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅ ௞ሻሺ1ݔ ൅ ௞ାଵሻ។ េយើងមន ሺ1ݔ ൅ ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅ ௞ሻሺ1ݔ ൅ ௞ାଵሻݔ ൒

ሺ1 ൅ ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅ ௞ሻݔ ൅ ௞ାଵݔ ฻ ሺݔଵ ൅ ଶݔ ൅ڮ൅ ௞ାଵݔ௞ሻݔ ൒ 0 ពតិេ្រពះ ݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௞ାଵݔ

មនសញញ ដចូគន ។ ដេូចនះ ሺ1 ൅ ଵሻሺ1ݔ ൅ …ଶሻݔ ሺ1 ൅ ௞ሻሺ1ݔ ൅ ௞ାଵሻݔ ൒ ሺ1 ൅ ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ൅ڮ

௞ሻݔ ൅  ௞ାଵ ។ݔ

172.  ចំេពះ 6n =  េយើងមន 6 62 64 6! 720 3 729= < = < =  

សនមតថវសិមភពខងេលើពតិចំេពះ ចំននួគត់ធមមជត ិn  មួយ។ េយើងនងឹបង្ហ ញថ ពតិចំេពះ 

1n +  ែដរ។ េយើងមន 

 
!

2 3

n n
n n

n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜> >⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

⇒  ( ) ( ) ( )1 1 ! 1
2 3

n n
n n

n n n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ > + > +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ដេូចនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ   

( )
1

1
1

2 2

n n
n n

n
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎟ ⎟⎜ ⎜> +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

នងិ 
( )

1
1

1
3 3

n n
n n

n
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜+ >⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ។ 
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⇔  

1 1
1 1

2 3
1

2 3

n n

n n

n n

n
n n

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
> + >

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⇔  

1 1 1 1

2 2 3 3
1

2 3

n n

n n

n n

n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
> >

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⇔  1 1 1 1
1 1 1

2 3

n n

n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ > > +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

⇔  1
2 1 3

n

n

⎛ ⎞⎟⎜< + <⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
  ពតិ។ 

173. េយើងមន Δᇱ ൌ 999ଶ െ ܽܿ ൐ 0; Δᇱ א Ժ នងិ |ݔଵ െ |ଶݔ ൌ
ଶ√୼ᇲ

|௔|
 ។ 

េបើ Δᇱ ൒ 2 េនះ    

ଵݔ| െ |ଶݔ ൌ
2√Δᇱ

|ܽ| ൐
2√Δᇱ

2000 ൒
2√2
2000 ൐

1
998 

េបើ Δᇱ ൌ 1 េនះ ܽܿ ൌ 999ଶ െ 1 ൌ 998.1000 ൌ 2ସ. 5ଷ. 449 ។ េយើងមន 2ଶ. 5ଷ. 449 ൌ
1996 ൏ 2000 ជតួែចកមួយៃន 2ସ. 5ଷ. 449 េនះ ܽ ൑ 1996 ។ េយើងទញបន 

ଵݔ| െ |ଶݔ ൌ
2√Δᇱ

|ܽ| ൌ
2
|ܽ| ൒

1
998 

174. លកខខណ្ឌ ែដលេǕយ នេំǕយ ݔ ്  នងិ  ݕ

ܽ ൌ
ݕ െ 2
ݕ െ ݔ ; ܾ ൌ

2 െ ݔ
ݕ െ  ݔ

ជំនសួចូលលកខខណ្ឌ ទបីី េយើងទញបន 

3 ൌ ଶݔܽ ൅ ଶݕܾ  ൌ
ሺݕ െ 2ሻݔଶ

ݕ െ ݔ ൅
ሺ2 െ ଶݕሻݔ

ݕ െ ݔ ൌ 2ሺݔ ൅ ሻݕ െ  ሺ1ሻ   ݕݔ

ǂង ܥ ൌ ଷݔܽ ൅ ଷݕܾ ൐ 0 ។ េយើងមន 

ܥ ൌ
ݕ െ 2
ݕ െ ݔ ݔ

ଷ ൅
2 െ ݔ
ݕ െ ݔ ݕ

ଷ 

ൌ െݕݔሺݔ ൅ ሻݕ ൅ 2ሺݔଶ ൅ ݕݔ ൅  ଶሻݕ
ൌ െݕݔ ሺݔ ൅ ሻݕ ൅ 2ሺݔ ൅ ሻଶݕ െ  ݕݔ2
ൌ ሺݔ ൅ ݕݔሻሾെݕ ൅ 2ሺݔ ൅ ሻሿݕ െ  ݕݔ2
ൌ 3ሺݔ ൅ ሻݕ െ ;ݕݔ2           ǂម ሺ1ሻ 

ដេូចនះ 

൜ 2
ሺݔ ൅ ሻݕ െ ݕݔ ൌ 3

3ሺݔ ൅ ሻݕ െ ݕݔ2 ൌ  ܥ

េយើងទញបន ݔ ൅ ݕ ൌ 6 െ ;ܥ ݕݔ ൌ 9 െ   ។ ܥ2
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េយើងមន ሺݔ ൅ ሻଶݕ ൐    ݕݔ4 ฺ   ሺ6 െ ሻଶܥ ൐ 4ሺ9 െ ሻܥ2   ฺ ܥ ൐ 4  ។ 

េយើងមន ݕݔ ൐ 0   ฺ 9 െ ܥ2 ൐ 0; ฺ ܥ ൏ 4,5 ។ 
175.   
ករណី ݔ ൏ െ3  េនះ  

ܵ ൌ |ݔ| ൅ ฬ
ݔ2 െ 1
ݔ ൅ 3 ฬ ൐

|ݔ| ൐ 3 

ករណី െ3 ൏ ݔ ൏ 0 
ករណីេនះ ଶ௫ିଵ

௫ାଷ
൏ 0 ដេូចនះ  

ܵ ൒
ݔ2 െ 1
ݔ ൅ 3 ൌ െ2 ൅

7
ݔ ൅ 3 ൐ െ2 ൅

7
3 ൌ

1
3 

ករណី ݔ ൐ 1 2⁄  
េយើងមន 

ܵ ൌ |ݔ| ൅ ฬ
ݔ2 െ 1
ݔ ൅ 3 ฬ ൒

|ݔ| ൐
1
2 

ករណី 0 ൑ ݔ ൑ 1 2⁄  
ករណីេនះេយើងមន ܵ ൒ 1 3⁄  េ្រពះ  

ܵ ൌ ݔ െ
ݔ2 െ 1
ݔ ൅ 3 ൌ

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1
ݔ ൅ 3  

ܵ ൒
1
3 ฻   

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1
ݔ ൅ 3 ൒

1
3 

฻ ଶݔ3 ൅ ݔ3 ൅ 3 ൒ ݔ ൅ 3   ฻ ݔ ൒ 0  
ពតិ។សញញ េសមើេកើតមន េពល ݔ ൌ 0 ។ 
ដេូចនះ min ܵ ൌ 1/3 េពល ݔ ൌ 0 ។ 
176. សនមតថ ܽ ൒ 0 ។ េបើ ܽ ൏ 0 េនះគុណពហុធនងឹሺെ1ሻ ។ េយើងសនមតផងែដរថ ܾ ൒ 0 ។ េបើ

ܾ ൏ 0 េនះេយើងយក ݂ሺെݔሻ ។ 

ជំនសួ ݔ ൌ 0; ݔ ൌ േ1 ចូល݂ሺݔሻ េយើងទញបន 

ቐ
െ1 ൑ ܿ ൑ 1 ሺ1ሻ

െ1 ൑ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൑ 1 ሺ2ሻ
െ1 ൑ ܽ െ ܾ ൅ ܿ ൑ 1 ሺ3ሻ

 

(2) នងិ(៣) នេំǕយ  

ቄെ1 െ ܿ ൑ ܽ ൅ ܾ ൑ 1 െ ܿ
െ1 െ ܿ ൑ ܽ െ ܾ ൑ 1 ൅ ܿ 

េƽយ ܽ ൒ 0; ܾ ൒ 0; |ܿ| ൑ 1 េនះ  

ቄ0 ൑ ܽ ൅ ܾ ൑ 2
െ2 ൑ ܽ െ ܾ ൑ 2 

ฺ   ൜ܽ
ଶ ൅ 2ܾܽ ൅ ܾଶ ൑ 4
ܽଶ െ 2ܾܽ ൅ ܾଶ ൑ 4

 

ฺ  ܽଶ ൅ ܾଶ ൑ 4      ሺ4ሻ 
េយើងមន 
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ܭ ൌ
8
3
ሺܽଶ ൅ ܾଶሻ െ

2
3
ܾଶ ൑

8
3
ሺܽଶ ൅ ܾଶሻ ൑

8
3
. 4 ൌ

32
3

 

ܾ មនតៃំលធបំំផុតេពល ܭ ൌ 0; ܽଶ ൅ ܾଶ ൌ 4  ฺ ܾ ൌ 0; ܽ ൌ േ2 ។ 

េបើ ܾ ൌ 0; ܽ ൌ 2; ሺ2ሻ ฺ ܿ ൌ െ1 ។ 

េបើ ܾ ൌ 0; ܽ ൌ െ2; ሺ2ሻ ฺ ܿ ൌ 1 ។ 

ដេូចនះ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ሼሺ2; 0;െ1ሻ; ሺെ2; 0; 1ሻሽ ។ 

177. សនមតថ ܽଵ ൑ ܽଶ ൑ ܽଷ ൑ ܽସ ൑ ܽହ ។ សនមតថ min௜ஷ௝൫ܽ௜ െ ௝ܽ൯
ଶ ൐ ଵ

ଵ଴଴
 េនះ 

ܽଶ െ ܽଵ ൐
1
10
  ฺ ܽଶ ൐

1
10

 

ܽଷ െ ܽଶ ൐
1
10   ฺ ܽଷ ൐

2
10 

ܽସ െ ܽଷ ൐
1
10   ฺ ܽସ ൐

3
10 

ܽହ െ ܽସ ൐
1
10   ฺ ܽଶ ൐

4
10 

ฺ ܽଵ ൅ ܽଶ ൅ ܽଷ ൅ ܽସ ൅ ܽହ ൐
1 ൅ 2 ൅ 3 ൅ 4

10 ൌ 1   

មិន្រតមឹ្រតវូ។ 
សនមតថ min௜ஷ௝หܽ௜ଶ െ ௝ܽ

ଶห ൐ ଵ
ଷ଺

  េនះ 

ܽଶଶ െ ܽଵଶ ൐
1
36   ฺ ܽଶ ൐

1
6 

ܽଷଶ െ ܽଶଶ ൐
1
36   ฺ ܽଷ ൐

√2
6  

ܽସଶ െ ܽଷଶ ൐
1
36
  ฺ ܽସ ൐

√3
6

 

ܽହଶ െ ܽସଶ ൐
1
36   ฺ ܽହ ൐

√4
6  

ฺ ܽଵ ൅ ܽଶ ൅ ܽଷ ൅ ܽସ ൅ ܽହ ൐
1 ൅ √2 ൅ √3 ൅ √4

10 ൐ 1   

មិន្រតមឹ្រតវូ។  
178.  ដំេនះ្រǒយទ១ី 

េយើងមន 

 
a b c
b c c a a b

+ +
+ + +

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2a b c
b c b c c a c a a b a b

= + +
+ + + + + + + + +

 

  ( ) ( ) ( )
2 2 2

2
a b c

a b c b c a c a b
< + + =

+ + + + + +  
ដំេនះ្រǒយទ២ី 

ǂង , ,a x y b y z c z x= + = + = + ។  

a b c+ >  ⇔  2 0y >  ⇒  0y >  
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a c b+ >  ⇔  2 0x >  ⇒  0x >  
b c a+ >  ⇔  2 0z >  ⇒  0z >  
ដេូចនះ េយើងបំែលង លកខខណ្ឌ  , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុង្រតេីកណមក , , 0x y z > ។ 

េយើងមន 

 

x y y z z x

x y z z x y z x z y z y

+ + +
+ +

+ + + + + + + + +  

 
2

x y y z z x

x y z x y z x y z

+ + +
< + + =

+ + + + + +  ពតិ។ 

179.  ǂង , ,a x y b y z c z x= + = + = +  េនះ , , 0x y z > ។ 

វសិមភពខងេឆ្វងសមមូលនងឹ 

 ( ) ( )2
3a b c ab bc ca+ + ≥ + +  

⇔  ( )24 x y z+ + ≥  

( )( ) ( )( ) ( )( )3 x y y z y z z x z x x y⎡ ⎤+ + + + + + + +⎣ ⎦  
⇔  2 2 2x y z xy yz zx+ + ≥ + +  

⇔  ( ) ( ) ( )2 2 21
0

2
x y y z z x

⎡ ⎤− + − + − ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

ពតិ។ អងគទំងពរីេសមើគន េពល x y z= =  មននយ័ថ a b c= = ។ 

ដចូគន វសិមភពខងǒ្ត សំមមូលនងឹ 0xy yz zx+ + >  ពតិ េ្រពះ , , 0x y z >  

180. េយើងមន 
ܽଶ ൅ ܾଶ ൐ 2ܾܽ 

ܽ ൅ ܾ ൐ ܿ     ฺ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ 2ܾܽ ൐ ܿଶ 
ฺ     ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ሺܽଶ ൅ ܾଶሻ ൐ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ 2ܾܽ ൐ ܿଶ 
ฺ 2ܽଶ ൅ 2ܾଶ െ ܿଶ ൐ 0 

ដចូគន េយើងទញបន 
2ܾଶ ൅ 2ܿଶ െ ܽଶ ൐ 0 
2ܿଶ ൅ 2ܽଶ െ ܾଶ ൐ 0 

េយើងនងឹបង្ហ ញថ 
ሺ2ܽଶ ൅ 2ܾଶ െ ܿଶሻሺ2ܿଶ ൅ 2ܽଶ െ ܾଶሻ ൑ ሺ2ܽଶ ൅ ܾܿሻଶ 

េយើងមន 
ሺ2ܽଶ ൅ ܾܿሻଶ െ ሺ2ܽଶ ൅ 2ܾଶ െ ܿଶሻሺ2ܿଶ ൅ 2ܽଶ െ ܾଶሻ 
ൌ 4ܽଶܾܿ െ 2ܽଶሺܾଶ ൅ ܿଶሻ െ 4ܾଶܿଶ ൅ 2ܾସ ൅ 2ܿସ 
ൌ 2ሺܾଶ െ ܿଶሻଶ െ 2ܽଶሺܾ െ ܿሻଶ 
ൌ 2ሺܾ െ ܿሻଶሺܾ ൅ ܿ ൅ ܽሻሺܾ ൅ ܿ െ ܽሻ ൒ 0 

ដចូគន េយើងទញបន 
0 ൏ ሺ2ܽଶ ൅ 2ܾଶ െ ܿଶሻሺ2ܿଶ ൅ 2ܽଶ െ ܾଶሻ ൑ ሺ2ܽଶ ൅ ܾܿሻଶ 
0 ൏ ሺ2ܾଶ ൅ 2ܿଶ െ ܽଶሻሺ2ܽଶ ൅ 2ܾଶ െ ܿଶሻ ൑ ሺ2ܾଶ ൅ ܽܿሻଶ 
0 ൏ ሺ2ܿଶ ൅ 2ܽଶ െ ܾଶሻሺ2ܾଶ ൅ 2ܿଶ െ ܽଶሻ ൑ ሺ2ܿଶ ൅ ܾܽሻଶ 
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គុណអងគនងឹអងគេយើងទញបនវសិមភព។ អងគទំងពរីេសមើគន េពល ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ ។ 

181. េយើងទញបន  

ܽ ൒ 0; ܾଶ െ 4ܽܿ ൑ 0  ฺ ܾଶ ൑ 4ܽܿ ൌ 4.2ܽ.
ܿ
2 ൑ ቀ2ܽ ൅

ܿ
2ቁ

ଶ
 

ฺ 2ܾ ൑ 4ܽ ൅ ܿ  
ฺ 2ܾ െ 4ܽ ൑ ܿ  
ฺ 3ܾ െ 3ܽ ൑ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ  

ฺ
ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ
ܾ െ ܽ ൒ 3 

ฺ min ܨ ൌ 3 
182. េយើងមន 

ܵ ൌ ܾܿ sin
ߙ
2 

ܽଶ ൌ ܾଶ ൅ ܿଶ െ 2ܾܿ cos  ߙ
√3 sin ߙ ൅ cosߙ

2 ൌ cosሺߙ െ 60°ሻ  

េយើងមន 

ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൒ 4ܵ√3  ฻ ܾଶ ൅ ܿଶ ൒ ܾܿ ൫√3 sin ߙ ൅ cosߙ൯
฻ ሺܾ െ ܿሻଶ ൅ 2ܾܿሺ1 െ cosሺߙ െ 60°ሻሻ ൒ 0 

េយើងមនសមភពទល់ែត ܾ ൌ ܿ នងិ ߙ ൌ 60° មននយ័ថ ្រតេីកណជ្រតេីកណសម័ងƞ។ 
183. សនមតថ ܽ ൒ 0; ܿ ൒ 0; 4ܽܿ ൒ ܾଶ ។ េបើ ܽ ൌ 0 េនះ ܾ ൌ 0 េហើយវសិមភពេទជ 

ܿ݃ଶ ൒ 0 ។ េបើ ܽ ൐ 0 េនះ  

݂ܽଶ ൅ ܾ݂݃ ൅ ܿ݃ଶ ൌ ܽ ൬݂ ൅
ܾ
2ܽ ݃൰

ଶ

൅
4ܽܿ െ ܾଶ

4ܽ ݃ଶ ൒ 0 

ឥលូវេយើងសនមតថ ݂ܽଶ ൅ ܾ݂݃ ൅ ܿ݃ଶ ൒ 0 ចំេពះ្រគប់គូវុចិទរ័ ݂, ݃ ។ ជំនសួ ݂ េƽយ ݃ݐ ሺݐ א Թሻ 

េយើងទញបន ሺܽݐଶ ൅ ݐܾ ൅ ܿሻ݃ଶ ൒ 0 ពតិចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ ݐ ដេូចនះនេំǕយ ܽ ൒ 0, ܿ ൒

0, 4ܽܿ ൒ ܾଶ។  

184.  េយើងមន 

 
( )

1,

j n

i j
j j i

a a
=

= ≠
− = ∑

 

នងិ 
( ) ( ) ( )

1,

1
n

i i i i j
j j i

n a n a a a a
= ≠

= − − − = −∑
   

 ( )i j
i j

a a
≠

= −∑ i j
i j

a a
≠

≤ −∑  

⇒  
1

2
n

i i j
i i j

n a a a
= <

≤ −∑ ∑  ⇒  វសិមភពពតិ។ 

ចំេពះ 1 2 1... na a a x−= = = =  នងិ ( )1na n x= − −  េយើងទញបនអងគទំង២េសមើគន ។ 
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185.  ដំេនះ្រǒយទ១ី 

 

ជដំបូងេយើងសនមតថ កǂ្ត នមួិយៗៃនអងគខងǒ្ត រំបស់វសិមភពមនតៃំលវជិជមនរសូឺនយ។ 

េយើងមន 

1 1 1 1
1 1 1b b b a
c b bc b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + = − + = + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

⇒  
2

2 21 1 1
1 1a b b a a ba
b c b

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎟− + − + = − − ≤⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠
 

ដចូគន  េយើងទញបន 

 

21 1
1 1b c cb
c a

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + − + ≤⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠  

 

21 1
1 1a c ac
b a

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + − + ≤⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠  

⇒  ( )
2

21 1 1
1 1 1 1a b c abc
b c a

⎡⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎤⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥− + − + − + ≤ =⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 ពតិ។ 

 

ករណីមនកǂ្ត ǁមួយអវជិជមន ឧទហរណ៍ 1
1 0a
b

− + <  េនះ 1a <  េហើយ 1b > ។ កនងុករណី

េនះ 1
1 0b
c

− + >  នងិ 1
1 0c
a

− + >  ។ ដេូចនះេបើមនកǂ្ត ǁមួយអវជិជមន េនះ មនែតកǂ្ត

មួយេនះបុ៉េǁ្ណ ះ ែដល អវជិជមន ដេូចនះ ផលគុណៃនកǂ្ត ទំងបីេនះអវជិជមន ដេូចនះតចូជង១។ 

ដំេនះ្រǒយទ២ី 

វសិមភពែដលេǕយសមមូលនងឹ 

 

( )
( )

( )
( )2 3 2 3

1 3 1 3abc abc
a abc b abc

b c

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− + − + ×⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  

( )
( )2 31 3 abc

c abc abc
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜× − + ≤⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  

ជំនសួ 
3 3 3, ,a x b y c z= = =  ែដល , , 0x y z >  

 

( ) ( )2 2
3 3

3 3

xyz xyz
x xyz y xyz

y z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− + − + ×⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  
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( )23 3 3 3
3

xyz
z xyz x y z

x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜× − + ≤⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  
⇔  ( )( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2x y y z z x y z z x x y z x x y y z− + − + − +  

   
3 3 3x y z≤  

⇔  3 3 3 6 3 4 4 5 2 2

cyclic cyclic cyclic

3x y z x y x y z x y z+ ≥ +∑ ∑ ∑  

⇔  ( )( )( ) ( ) ( ) ( )3 22 2 2 2 2 2

cyclic sym

3 x y y z z x x y x y y z+ ≥∑ ∑  

ǂង 
2 2 2, ,u x y v y z w z x= = = ។ េយើងមន , , 0u v w >  

⇒  3 2

cyclic sym

3uvw u u v+ ≥∑ ∑  

⇔  ( )( )
cyclic

0u u v u w− − ≥∑  ពតិ ǂមវសិមភព ឈ័រ។ 

186. 

187. េƽយ 0 ൏ ݔ ൏ 1 េនះវសិមភពែដលេǕយǕចសរេសរជ 

൬1 ൅
1
൰ݔ ൬1 ൅

1
1 െ ൰ݔ ൒ 9 

ሺݔ ൅ 1ሻሺ1 െ ݔ ൅ 1ሻ ൒ ሺ1ݔ9 െ  ሻݔ
2 ൅ ݔ െ ଶݔ ൒ ݔ9 െ  ଶݔ9

ሺ2ݔ െ 1ሻଶ ൒ 0 
ពតិ។  

188.  េយើងមន 

 

6 4 2 6 4 2

6 4 2 6 4 2

a a a b b b

b b b a a a
+ + + + +

 
6 6 4 4 2 2

6 6 4 4 2 2

a b a b a b

b a b a b a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= + + + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  2 2 2≥ + +  
អងគទំង២េសមើគន  លុះ្រǂែត a b= ។ 

189.  េយើងមន  

4 2 2 4 4 2 2 42 2

x y x y

x y x y x y x y
+ ≤ +

+ +  

   
2 2

1

2 2

x y

xyx y xy
≤ + =

 
 

190.  េយើងមន 
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( ) ( )

2 2
2 20 1 1x y y x≤ − + + − +

 
⇒  2 2 2 21 1 1x y x y y x+ + ≥ + + +  

អងគទំង២េសមើគន  េបើ 

2

2

1

1

x y

y x

⎧⎪ = +⎪⎪⎨⎪ = +⎪⎪⎩   

⇒     2 2 2 2 2x y x y+ = + +   
មិនǕច។ ដេូចនះអងគទ១ីធជំងអងគទ២ីƽច់ខត។ 

 

191.  វសិមភពសមមូលនងឹ 

 

2 2 2

0
x y y z z x

y z z x x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜− + − + − ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  ពតិជនចិច។ 

អងគទំង២េសមើគន  មនែតx y z= = ។ 

192.  ǂង , ,a x y b y z c z x= + = + = +  េនះ , , 0x y z > ។ 

វសិមភពសមមូលនងឹ 

( )( )( )2 2 2 64x y z x y z x y z xyz+ + + + + + ≥  
េយើងមន 

 2x y z+ +  ( ) ( )x y y z= + + +  

   2 2xy yz≥ +  

   ( )1 424 xy z≥
 

ដចូគន  ( ) ( )1 4 1 42 22 4 ;2 4x y z xyz x y z x yz+ + ≥ + + ≥
។ ដេូចនះ 

( )( )( )2 2 2x y z x y z x y z+ + + + + +  

  ( )1 42 2 264 . . 64xy z xyz x yz xyz≥ =
 ពតិ។ 

 

193.  ǂង ,a x y= + ,b y z c z x= + = +  ។ ដេូចនះ , , 0a b c > ។ េយើងមន 

 

2 2 2 2 2 2x z y x z y

y z z x x y

− − −
+ +

+ + +  
( ) ( ) ( )a b c b c a c a b

b c a

− − −
= + +

 

   
ac ba bc

a b c
b c a

= + + − − −
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ែតថ 
2 21

2 2

ac ba b c
a a

b c bc

⎛ ⎞ +⎟⎜ + = ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 េទជេសមើគន  ទល់ែត b c=  ។  ដចូគន ែដរ 

 

1

2

ac bc
c

b a

⎛ ⎞⎟⎜ + ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

 

1

2

ba bc
b

c a

⎛ ⎞⎟⎜ + ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

បូកអងគៃនវសិមភពទំងេនះបញចូលគន  េយើងទញបន 0
ac ba bc

a b c
b c a

+ + − − − ≥  ។ ដេូចនះ

វសិមភពពតិ។ សញញ េសមើេកើតមនេពល a b c= =  មននយ័ថ x y z= =  ។ 

 

194.  ǂង , ,x a b c y b c a z c a b= + − = + − = + − ។  

ដេូចនះ , , 0x y z >  នងិ , ,
2 2 2

x z y x z y
a b c

+ + +
= = = ។ េយើងមន 

 ( ) ( )22 2x y x y xy x y+ ≥ + + = +  េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េបើ x y=  ។ 

ដេូចនះ 

 2 2a b c b c a x y x y b+ − + + − = + ≤ + =  
ដចូគន  2b c a c a b c+ − + + − ≤  

 2c a b a b c a+ − + + − ≤  
បូកអងគនងឹអងគៃនវសិមភព េយើងទញបនវសិមភពពតិ។ 

សមភពេកើតមន លុះ្រǂែត x y z= =  មននយ័ថ a b c= =  ។ 

 

195.  ដំេនះ្រǒយទ១ី 

េយើងមន ( )( )2 2 0a b a b− − ≥  ⇒  ( )3 3a b ab a b+ ≥ +  េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែត 

នងិមនែត a b= ។ ដេូចនះ 

 ( ) ( )3 3

1 1 c

ab a b abc abc a b ca b abc
≤ =

+ + + ++ +  

 ( )3 3

1 a

abc a b cb c abc
≤

+ ++ +  

( )3 3

1 b

abc a b cc a abc
≤

+ ++ +  

3 3 3 3 3 3

1 1 1

a b abc b c abc c a abc
+ +

+ + + + + +  

 ( )
1c b a

abc a b c abc

+ +
≤ =

+ +  
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ដំេនះ្រǒយទ២ី 

វសិមភពេនះសមមូលនងឹ 

 
( )( )3 3 3 3

sym

a b abc b c abc abc+ + + +∑
 

( )( )( )3 3 3 3 3 32 a b abc b c abc c a abc≤ + + + + + +
 

⇔  ( )7 4 4 5 2 2 3 3 3

sym

3 4a bc a b c a b c a b c+ + +∑  

   
( )3 3 3 6 3 4 4 7 5 2 2

sym

2 3 2a b c a b a b c a bc a b c≤ + + + +∑
 

⇔  ( )6 3 5 2 2

sym

2 2 0a b a b c− ≥∑  

⇔  6 3 0 5 2 2

sym sym

a b c a b c≥∑ ∑   

ពតិǂមវសិមភពមួរែហ៊ដ េ្រពះ ( )6, 3, 0 ម៉សូរ ( )5,2,2 ។ 

 

196.  េយើងមន 

 
5 5a b+  ( )( )4 3 2 2 3 4a b a a b a b ab b= + − + − +  

   
( ) ( )( )3 3 2 2a b a b a b a b⎡ ⎤= + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦  

   ( ) 2 2a b a b≥ +  េ្រពះ ( )( )3 3 0a b a b− − ≥  

⇒  
( )5 5 2 2

ab ab

a b ab a b a b ab
≤

+ + + +
 

   ( )
1

1ab a b
=

+ +  

   ( )
1 c

ab a b c a b c
= =

+ + + +  
ǂមរេបៀបដចូគន  ចំេពះតួេផƞងេទៀត។ េយើងទញបន 

 
5 5 5 5 5 5

ab bc ca

a b ab b c bc c a ca
+ +

+ + + + + +  

1
c a b

a b c a b c a b c
≤ + + =

+ + + + + +  
សមមភពេកើតមនេពល a b c= = ។ 

197.  ǂង  2 2

1 1

n n

i i
i i

A a b
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  
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2

1

n

i i
i

B a b
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

ដេូចនះ 

2 2 2 2 2 2

1 1 1

2
n n

i i i j i i i j i j
i i j i i j n

A B a b a b a b a a b b
= ≠ = ≤ < ≤

− = + − −∑ ∑ ∑ ∑
 

  
( )2 2 2 2

1

2i j j i i j i j
i j n

a b a b a a b b
≤ < ≤

= + −∑
 

  
( )2

1
i j j i

i j n

a b a b
≤ < ≤

= −∑
 

  0≥  
⇒  សំេនើពតិ។ 

 

198.  ǂមវសិមភពកូសីុ− ǒ្វ ត 

( )
2

2
1 2

1 2 1

1 1 1 1
... ...

n

n i
n i i

x x x x n
x x x x=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ + + + + + ≥ =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
∑

 
199.  ǂមវសិមភពកូសីុ− ǒ្វ ត 

( )2a b c d+ + +  ( )( )2 2 2 21 1 1 1 a b c d≤ + + + + + +  

   ( )2 2 2 24 a b c d= + + +
 

⇒  ( ) ( )2 28 4 16e e− ≤ −  

⇒  ( )5 16 0e e − ≤  

⇒  16
0

5
e≤ ≤  

េដើមបីេǕយ 
16

5
e =

 លកខខណ្ឌ គ ឺa b c d= = =  នងិ 
24

5
a b c d+ + + =

 ⇒

6

5
a b c d= = = =

។ 

200.  ǂមវសិមភពកូសីុ− ǒ្វ ត េយើងមន 

 

2

1 1

n n
i

ii i

s as
n

s a s= =

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ≥⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 
េយើងមន  

1 1 1

1
1 1

n n n
i

i
i i i

s a
a n

s s= = =

−
= − = −∑ ∑ ∑

 



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | V. វសិមភព 97 

 

⇒  
2

1 1

n

ii

s n

s a n=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ≥⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎟⎜⎝ ⎠
∑  ពតិ 

មយ៉ងវញិេទៀត  1 1

n n
i

ii i

s a s
n

s a= =

−
= − +∑ ∑

 

ǂមវសិមភពកូសីុ− ǒ្វ ត  

2

1 1

n n
i

ii i

as
n

a s= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ≥⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

  

េƽយ 1

1
n
i

i

a

s=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 ⇒  

2

1

n

ii

s
n

a=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

⇒   ( )2

1

1
n

i

i

s a
n n n n

s=

−
≥ − + = −∑   ពតិ 

េយើងមន 

2

2

1 1 1

1
n n n

i i
i i i

a a
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟≥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

  

⇒   
2

2

1

n

i
i

s
a

n=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  ។ 

ែតថ  
( )

2

2

1 1 1

n n n
i

i i i
ii i i

a
a s a a s

s a= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎡ ⎤ ⎟ ⎟ ⎟− ≥ =⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟−⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

 

⇒  

( )

2

1

1

n
i

n
ii

i i
i

a s

s a
a s a

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ≥⎜ ⎟⎜ ⎛ ⎞⎟− ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎡ ⎤ ⎟−⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑
∑

2

2

1 1

n n

i i
i i

s

s a a
= =

=

−∑ ∑
 

2

2

2 1s
n

s n

ns
≥ =

−−
 ពតិ។ 

 

201.  ក) ǂមលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើងǕចសនមតថ 1 2 3a a a≤ ≤  ។ ដេូចនះ េយើង្រគន់ែត

បង្ហ ញថ 1 2 3a a a+ >  េទបនេហើយ។ េយើងមន 

( ) ( )22 2 2 4 4 4
1 2 3 1 2 32a a a a a a+ + > + +

  
⇔  ( )( )( )1 2 3 1 2 3 1 2 3a a a a a a a a a+ + + − − + + × 

( )1 2 3 0a a a× − + >  
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កǂ្ត នមួិយៗសុទធែតវជិជមន េលើកែលងែត ( )1 2 3a a a+ −  ែដលមិនទន់ដងឹ។ ែត ផលគុណរបស់កǂ្ត

ទំងអស់វជិជមន ដេូចនះ  ( )1 2 3a a a+ −  ្រតវូែតវជិជមន។ 

ខ) ករណី 3n =  បន្រǒយបញជ ក់រចួកនងុសំនរួក)។ េយើងសនមតថ 4n ≥  ។  

ǂមលកខណៈសីុេម្រទី េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 1 2 3, ,a a a  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណ ជករ្រគប់្រគន់

េហើយ។ 

ǂមវសិមភពកូសីុ− ǒ្វ ត 

 
( )( ) ( )24 4 4 2 2 2

1 2 1 21 ... ...n nn a a a a a a− + + + < + + +
 

   

2
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 4

42 2

n

k
k

a a a a a a
a

=

⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

 ≤ ( )
( ) ( )2 22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 4

4

1
4 4

n

k
k

a a a a a a
n a

=

⎛ ⎞⎟⎜ + + + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜− + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑  

⇔  ( ) ( )24 4 4 2 2 2
1 2 3 1 2 32 a a a a a a+ + < + +  េហើយǂម សំនរួ ក) េយើងទញបនថសំេនើពតិ។ 

 

202.  ǂមវសិមភពកូសីុ− ǒ្វ ត  ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន   

( )22
2 1

1

1i iS a S a
n

− ≥ −
−  

⇒  
( )

( )
2

2
1

1

1

1
i

i
i

S a
S a

S a n

−
≥ −

− −
 

⇒  ( )
2

2
1 1

11 1

1

1

n n
i

k
kk k

S a
S a S

S a n= =

−
≥ − =

− −∑ ∑  

 

203.  ǂង ( ) ( )32 2 2 2, , , 0 /E a b c d a b c d
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ > + = +⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

\  នងិ f  ជអនគុមន ៍កនំត់

េលើ E  េƽយ ( )
3 3

, , , 1
c d

f a b c d
a b

= + −  ។ 

េយើងេឃើញថ ចំេពះ 0 :λ∀ ∈ >\  ( ), , ,a b c d E∈  នងិ ( ), , , 0f a b c d ≥  ទល់ែតនងិមនែត 

( )3 3, , ,a b c d Eλ λ λ λ ∈  នងិ ( )3 3, , , 0f a b c dλ λ λ λ ≥  ។ 

ដេូចនះ េយើងǕចសនមតថ ( ), , ,a b c d E∈  នងិ 2 2 1a b+ =  េƽយមិនេធ្វ ើេǕយបត់ភពទូេទ

េឡើយ។ ដេូចនះ 2 2 1c d+ = ។  
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ǂមវសិមភពកូសីុ− ǒ្វ ត នេំǕយ ( ) ( )
3 3 22 2 1
c d

ac bd c d
a b

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + + ≥ + =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 

ែតេយើងមន  

2 2 2 2

2 2

a c b d
ac bd

+ +
+ ≤ +

 

    
( )2 2 2 21

1
2
a b c d= + + + =

 

⇒  
3 3 1

1
c d

a b ac bd
+ ≥ ≥

+  
 

204.  ǂមវសិមភពកូសីុ− ǒ្វ ត  

 1 1 1x y z− + − + −  
1 1 1x y z

x y z
x y z

− − −
≤ + + + +

 

េយើងមន 

1 1 1 1 1 1
3 1

x y z

x y z x y z

⎛ ⎞− − − ⎟⎜+ + = − + + =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

ដេូចនះ វសិមភពពតិ។ 

េយើងមនសមភព លុះ្រǂែត 
2 2 2

1 1 1x y z

x y z

− − −
= =  នងិ 1 1 1

2
x y z
+ + =  ⇒  

3

2
x y z= = =  ។ 

 

205.  ǂង 1 1 1
, ,a b c
x y z

= = = ។ លកខខណ្ឌ  xyz xy yz zx≥ + +  ⇔  1 1 1
1

x y z
+ + ≤  

⇒   1a b c+ + ≤   

វសិមភព ( )3xyz x y z≥ + +  ⇔  1

3
ab bc ca+ + ≤  ។  

េយើងមន ( ) ( )2 2 2 21 2a b c a b c ab bc ca≥ + + = + + + + +  

េហើយǂមវសិមភពកូសុី− ǒ្វ ត េយើងមន 2 2 2 2 2 2ab bc ca a b c b c a+ + ≤ + + + +  

មននយ័ថ 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + + ។ ដេូចនះ នេំǕយ ( )1 3 ab bc ca≥ + +  ពតិ។ 

 

206.  ǂង tan , tan , tana x b y c z= = =  េនះ , ,x y z  ជមំុៃន្រតេីកណ្រសចួ។ ដេូចនះ

វសិមភពសមមូលនងឹ ( )max tan , tan , tan 3x y z ≥  
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ែតថ មនមំុមួយរបស់្រតេីកណ ឧទហរណ៍ x  ែដលធជំងរេឺសមើ 
3

π  (េបើ តចូជង 
3

π  ទំងអស់គន  េនះ 

ផលបូកមំុកនងុ្រតេីកណ មនតៃំលតចូជង π )។ េƽយអនគុមន ៍ tan  េកើនេលើ 0,
2

π⎡ ⎞⎟⎢ ⎟⎟⎟⎢ ⎠⎣
 េនះ 

tan 3x ≥ ។ 

 

207.  េយើងមន 

 

4

1

n

i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

2

2

1

2
n

i i j
i i j

x x x
= <

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

   

2

1

4 2
n

i i j
i i j

x x x
= <

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟≥ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 វសិមភពកូសុី (១) 

   

2

1

8
n

i j k
i j k

x x x
< =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

   
( )2 28 i j i j

i j

x x x x
<

≥ +∑
   (២) 

េយើងមនសមភព(២) ទល់ែតនងិមនែត មនយ៉ងេǓចǁស់ ix  ចំននួ ( )2n −  ែដលេសមើសូនយ។ 

ឧទហរណ៍ 3 0nx x= = =" ។ កនងុលកខខណ្ឌ េនះ េយើងមនសមភព(១) ទល់ែតនងិមនែត 
2 2

1 2 1 22x x x x= +  មននយ័ថ 1 2x x= ។ 

ដេូចនះ 1

8
C =  េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិមនែត មនយ៉ងេǓចǁស់ ix  ចំននួ 

( )2n − ត ួែដលេសមើសូនយ េហើយតួពរីេទៀតេសមើគន ។ 

208.  េយើងមន 
ܲଶ ൌ ሺݕݔ ൅ ݖݕ ൅ ݐݖ ൅ ሻଶݔݐ ൑ ሺݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൅ ଶݕଶሻሺݐ ൅ ଶݖ ൅ ଶݐ ൅  ଶሻݔ

ൌ 1 
ដេូចនះ െ1 ൑ ܲ ൑ 1 ។ 

េបើ ݔ ൌ ݖ ൌ ଵ
ଶ
; ݕ ൌ ݐ ൌ െ ଵ

ଶ
 េនះ ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 0; ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൅ ଶݐ ൌ 1 ។ េហើយ 

ܲ ൌ ଵ
ଶ
. ቀെ ଵ

ଶ
ቁ ൅ ቀെ ଵ

ଶ
ቁ ቀଵ

ଶ
ቁ ൅ ቀଵ

ଶ
ቁ ቀെ ଵ

ଶ
ቁ ൅ ቀെ ଵ

ଶ
ቁ ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ െ1 ។ ដេូចនះ ୫ܲ୧୬    ൌ െ1 ។ 

េយើងមន ܲ ൌ ሺݔ ൅ ݕሻሺݖ ൅ ሻݐ ൌ െሺݕ ൅ ሻଶݐ ൑ 0 ។ េបើ ݔ ൌ ݕ ൌ ଵ
ଶ
; ݖ ൌ ݐ ൌ െ ଵ

ଶ
 េនះ ܲ ൌ 0 ។ 

ដេូចនះ ܲ୫ୟ୶   ൌ 0  ។ 

ជសរបុ mܲin ൌ െ1   ឧទហរណ៍្រតង់ ݔ ൌ ݖ ൌ ଵ
ଶ
; ݕ ൌ ݐ ൌ െ ଵ

ଶ
 ។ 

 mܲax ൌ 0   ឧទហរណ៍្រតង់ ݔ ൌ ݕ ൌ ଵ
ଶ
; ݖ ൌ ݐ ൌ െ ଵ

ଶ
 ។  
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209.  េƽយចំននួចំǎស់មនចំននួកនំត់ (ទំងអស់មន !n  រេបៀប) េនះ មនមួយែបបែដល Sσ  

មនតៃំលធបំំផុត (ដចូគន  តូចបំផុត)។ ǂង i j<  ជសនទសƞន២៍, σ  ជចំǎស់ៃន { }1,2,...,n  

េហើយសនមតថ ( ) ( )i jσ σ> ។ ដេូចនះ ( ) ( )j ib bσ σ≤  េ្រពះស្វុីត ( )kb  េកើន។ ǂង σ ′ជចំǎស់

ែដលដចូគន នងឹ σ  ែតខុសគន ្រតង់ ,i j  ែដល ( ) ( )j iσ σ′ =  នងិ ( ) ( )i jσ σ′ = ។ ដេូចនះ 

( ) ( ) ( )( )j i i jS S a a b bσ σ σ σ′ − = − − ។ 

− េបើ i ja a<  នងិ ( ) ( )j ib bσ σ<  េនះ S Sσ σ′ >  មននយ័ថ Sσ  មិនែមនធបំំផុតេទ 

− េបើ i ja a=
 រ ឺ ( ) ( )j ib bσ σ=  េនះ S Sσ σ′ =  

ដេូចនះ ជំនសួ σ  េƽយ σ ′  ផលបូកមិនថយចុះេទ រកឺǕ៏ចធជំងមុន។ 

េបើ ( )1 1σ ≠  េនះ ចំេពះ 1i =  នងិ j  ែដល ( ) 1jσ =  េយើងមនចំǎស់ σ ′  មួយែដល 

( )1 1σ ′ =  េƽយរកǜតៃំលផលបូកេនដែដល។ ដចូគន  ចំេពះ 2, 3, ..., 1i n= −  រហូតទទួលបន 

( )i iσ ′ =  ែដលេពលេនះផលបូកមនតៃំល េសមើ Sσ  រកឺធ៏ជំង Sσ ។ ដេូចនះផលបូកមនតៃំលធបំំផុត 

េពល ( )i iσ = ។ 

្រǒយបញជ ក់ដចូគន ករណីតចូបំផុត។ 

 

210.  វសិមភពសមមូលនងឹ 
1 1

n n

i i i i
i i

x z x y
= =

≤∑ ∑  

វសិមភពេ្រកយេនះពតិ ǂមវសិមភពតេំរៀប។ 

211.  មន 0,
2

x
π⎛ ⎞⎟⎜∈ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

។ ǂង  3 3
1 2sin ; cosa x a x= =  នងិ 1

1
;

cos
b

x
= 2

1

sin
b

x
=  ។ 

េយើងេឃើញថ េបើ 1 2a a≤  េនះ 1 2b b≤  េហើយ េបើ 1 2a a≥  េនះ 1 2b b≥ ។ ដេូចនះǂម

វសិមភពតេំរៀប 

 ( ) 1 1 2 2 1 2 2 1f x a b a b a b a b= + ≥ +  

    
3 31 1

sin cos
sin cos
x x

x x
= +

 

    
2 2sin cos 1x x= + =  

មយ៉ងវញិេទៀត េយើងដងឹថ 1.0
4

f
π⎛ ⎞⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 ដេូចនះ តៃំលតចូបំផុតរបស់ f  គេឺសមើ ១។ 

212.  ǂមលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើងǕចសនមតថ a b c≥ ≥  ។ ដេូចនះ 2 2 2a b c≥ ≥  នងិ 

ab ac bc≥ ≥  ។  

ǂមវសិមភពតេំរៀប េយើងទញបន 
3 3 3 2 2 2a b c a a b b c c+ + = + +  2 2 2a b b c c a≥ + +  
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នងិ ( ) ( ) ( )2 2 2a b b c c a ab a ac c bc b+ + = + +  ( ) ( ) ( ) 3ab c ac b bc a abc≥ + + =  

213.  េគេǕយ 1n ≥  ។ ǂមវសិមភពតេំរៀប េយើងមន 
2

1

n
k

k

a

k=
∑  មនតៃំលតចូបំផុត េពល 

1 2 ... na a a≤ ≤ ≤  ។ 

េនកនងុលកខខណ្ឌ ែបបេនះ ( 1 2 ... na a a≤ ≤ ≤ ) េហើយ េƽយǒរ 1 2, ,..., na a a  ជចំននួគត់វជិជមន 

ែដលខុសគន ពរីៗ េនះ េយើងទញបន ia i≥  ចំេពះ្រគប់ i ។ 

ដេូចនះ េយើងទញបន 

 
2

1 1

1
n n

k

k k

a

kk= =
≥∑ ∑

 
214.  រេបៀបទមួីយ៖ េយើងេរៀប ia  ǂមលំƽប់មួយែដល ( ) ( ) ( )1 2 ...k k k na a a≤ ≤ ≤ ។ ដេូចនះ 

   ( ) ( ) ( )1 2

1 1 1
....

k k k na a a
≥ ≥ ≥

  
ដេូចនះǂមវសិមភពតេំរៀប េយើងទញបន 

 

2 2 2 2
1 2 1 2 2 2

1 2
2 3 1 2 3 1

1 1 1
... ...n n

n
n

a a a a
a a a

a a a a a a a
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟+ + + + = + + +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
1 2

1 2

1 1 1
...

k k k n
k k k n

a a a
a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟≥ + + +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 

 1 2 ... na a a= + + +  
រេបៀបទពីរី 

ចំេពះ្រគប់ { }1,2,...,i n∈  េយើងមន 
2

1
1

2i
i i

i

a
a a

a +
+

+ ≥  ។ 

⇒  
2

1
11 1 1

2
n n n

i
i i

ii i i

a
a a

a +
+= = =

+ ≥∑ ∑ ∑  

េƽយយក 1 1na a+ =  ⇒ 1
1 1

n n

i i
i i

a a+
= =

=∑ ∑   

⇒  
2

11 1

n n
i

i
ii i

a
a

a += =
≥∑ ∑

 
 

215.  េយើងមន 
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ሺݔଵଽଽଽ ൅ ଵଽଽଽݕ ൅ ଵଽଽଽሻଶݖ

ൌ ቎ඥݔଵଽଽ଼ሺݕ݌ ൅ ሻ.ඨݖݍ
ଶ଴଴଴ݔ

ݕ݌ ൅ ݖݍ ൅
ඥݕଵଽଽ଼ሺݖ݌ ൅ ሻ.ඨݔݍ

ଶ଴଴଴ݕ

ݖ݌ ൅ ݔݍ

൅ ඥݖଵଽଽ଼ሺݔ݌ ൅ .ሻݕݍ ඨ
ଶ଴଴଴ݖ

ݔ݌ ൅ ݕݍ
቏

ଶ

  

൑ ሾݔଵଽଽ଼ሺݕ݌ ൅ ሻݖݍ ൅ ݖ݌ଵଽଽ଼ሺݕ ൅ ሻݔݍ

൅ ݔ݌ଵଽଽ଼ሺݖ ൅ .ሻሿݕݍ ቈ
ଶ଴଴଴ݔ

ݕ݌ ൅ ݖݍ ൅
ଶ଴଴଴ݕ

ݖ݌ ൅ ݔݍ ൅
ଶ଴଴଴ݖ

ݔ݌ ൅  ቉ݕݍ

ൌ ሾ݌ሺݔଵଽଽ଼ݕ ൅ ݖଵଽଽ଼ݕ ൅ ሻݔଵଽଽ଼ݖ

൅ ݖଵଽଽ଼ݔሺݍ ൅ ݔଵଽଽ଼ݕ ൅ ሻሿݕଵଽଽ଼ݖ ቈ
ଶ଴଴଴ݔ

ݕ݌ ൅ ݖݍ ൅
ଶ଴଴଴ݕ

ݖ݌ ൅ ݔݍ

൅
ଶ଴଴଴ݖ

ݔ݌ ൅ ݕݍ
቉                                          ሺ1ሻ 

េយើងមន  
ݕଵଽଽ଼ݔ ൅ ݖଵଽଽ଼ݕ ൅ ݔଵଽଽ଼ݖ ൑ ଵଽଽଽݔ ൅ ଵଽଽଽݕ ൅  ଵଽଽଽ        ሺ2ሻݖ

េ្រពះǂមវសិមភពតេំរៀប នងិេƽយǒរ(២)មនលកខណៈសីុេម្រទីេធៀបនងឹ ݔ, ,ݕ ែដលេយើងǕច ݖ

សនមតថ ݔ ൑ ݕ ൑  បន េនះ ݖ
ܽଵ ൌ ଵଽଽ଼ݔ ൑ ܽଶ ൌ ଵଽଽ଼ݕ ൑ ܽଷ ൌ  ;ଵଽଽ଼ݖ

ܾଵ ൌ ݔ ൑ ܾଶ ൌ ݕ ൑ ܾଷ ൌ  ݖ
េនះេƽយយក ܾఙሺ௜ሻ ൌ ሼܾଶ; ܾଷ; ܾଵሽ េយើងទញបន 

ܵఙ ൌ෍ܽ௜ܾఙሺ௜ሻ
ଷ

ଵ

ൌ ݕଵଽଽ଼ݔ ൅ ݖଵଽଽ଼ݕ ൅ ݔଵଽଽ଼ݖ ൑ ܽଵܾଵ ൅ ܽଶܾଶ ൅ ܽଷܾଷ

ൌ ଵଽଽଽݔ ൅ ଵଽଽଽݕ ൅  ଵଽଽଽݖ
ពតិ។ ដេូចនះវសិមភព(១)េទជ 

ሺݔଵଽଽଽ ൅ ଵଽଽଽݕ ൅ ଵଽଽଽሻଶݖ

൑ ሺ݌ ൅ ଵଽଽଽݔሻሺݍ ൅ ଵଽଽଽݕ ൅ ଵଽଽଽሻݖ ቈ
ଶ଴଴଴ݔ

ݕ݌ ൅ ݖݍ ൅
ଶ଴଴଴ݕ

ݖ݌ ൅ ݔݍ ൅
ଶ଴଴଴ݖ

ݔ݌ ൅  ቉ݕݍ

฻ 
ଶ଴଴଴ݔ

ݕ݌ ൅ ݖݍ ൅
ଶ଴଴଴ݕ

ݖ݌ ൅ ݔݍ ൅
ଶ଴଴଴ݖ

ݔ݌ ൅ ݕݍ ൒
ଵଽଽଽݔ ൅ ଵଽଽଽݕ ൅ ଵଽଽଽݖ

݌ ൅ ݍ  

216.  ǂមវសិមភពតេំរៀប េយើងមន 

 1 1 2 2 1 1 2 2.. ..n n n na b a b a b a b a b a b+ + + = + + +  
1 1 2 2 1 2 2 3 1.. ..n n na b a b a b a b a b a b+ + + ≥ + + +  

... 
1 1 2 2 1 2 1 1.. ..n n n n na b a b a b a b a b a b −+ + + ≥ + + +  

បូកអងគនងឹអងគ េយើងទញបន 

 ( )1 1 2 2 .. n nn a b a b a b+ + +  

   ( )( )1 2 1 2... ...n na a a b b b≥ + + + + + +  
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ដេូចនះវសិមភពពតិ។ 

្រǒយបញជ ក់ដចូគន ករណីស្វុីត ( )nb េរៀបǂមលំƽប់្រចសមកវញិ។ 

217.  វធិទី១ី 

ǂមលកខណៈសីុេម្រទី េយើងǕចសនមតថ a b c≥ ≥  ។ 

⇒  1 1 1

a b a c b c
≤ ≤

+ + +
 

ǂមវសិមភព េឆបី៊សិវ េយើងទញបន 

 

1 1 1
. .

a b c
a b c

b c c a a b b c c a a b
+ + = + +

+ + + + + +  

 
( )1 1 1 1

3
a b c

b c a c a b

⎛ ⎞⎟⎜≥ + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ + +  

 
( ) ( ) ( )1 1 1 1

6
b c a c a b

b c a c a b

⎛ ⎞⎟⎜⎡ ⎤= + + + + + + + ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎟⎜⎝ ⎠+ + +  

 
( )( )( )3 31 1 1 1

3 .3
6

b c a c a b
b c a c a b

≥ + + +
+ + +  

 
3

2
=

  ពតិ 

វធិទី២ី 

ǂមលកខណៈសីុេម្រទី េយើងǕចសនមតថ a b c≥ ≥  ។ ⇒  1 1 1

a b a c b c
≤ ≤

+ + +
 

ǂមវសិមភពតេំរៀប េយើងទញបន 

 

1 1 1
. .

a b c
a b c

b c c a a b b c c a a b
+ + = + +

+ + + + + +  

    

1 1 1
a b c
c a a b b c

≥ + +
+ + +  

នងិ 

a b c
b c c a a b

+ +
+ + +

1 1 1
a b c
a b b c a c

≥ + +
+ + +  

បូកអងគនងឹអងគ េយើងទញបន 

 
2
a b c

b c c a a b

⎛ ⎞⎟⎜ + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ + +  1 1 1
a b c
c a a b b c

≥ + +
+ + +

 

1 1 1
a b c
a b b c a c

+ + +
+ + +  

3=  
⇒  វសិមភពពតិ។ 

វធិទី៣ី 
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វសិមភពេនះសមមូលនងឹ 

 
( )( ) ( )( )( )

cyclic

2 3a a b a c a b b c c a+ + ≥ + + +∑
 

⇔  3 2

sym sym

a a b≥∑ ∑  

 

218.  ǂង  
3 3 3 3a b c d

S
b c d c d a d a b a b c

= + + +
+ + + + + + + +

  

 , , ,x b c d y c d a z d a b t a b c= + + = + + = + + = + +  
េƽយផលបូក S  មនលកខណៈសីុេម្រទីេធៀបនងឹ , , ,a b c d  េនះ េយើងǕចសនមតថ a b c d≥ ≥ ≥

។  

⇒  n n n na b c d≥ ≥ ≥  ចំេពះ្រគប់ *n ∈ `  នងិ 1 1 1 1

x y z t
≥ ≥ ≥  ។ 

ǂមវសិមភពតេំរៀប េយើងមន 2 2 2 2 1a b c d ab bc cd da+ + + ≥ + + + = ។ 

ǂមវសិមភពេឆបី៊សិវ េយើងមន 

 

3 3 3 31 1 1 1
S a b c d

x y z t
= + + +

 

   
( )3 3 3 31 1 1 1 1

4
a b c d

x y z t

⎛ ⎞⎟⎜≥ + + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

នងិ 
( ) ( )( )3 3 3 3 2 2 2 21

4
a b c d a b c d a b c d+ + + ≥ + + + + + +

 

 
( )( ) ( )1 1
1

4 4
a b c d a b c d≥ + + + = + + +

 

េយើងមន ( )3x y z t a b c d+ + + = + + +
 

⇒  ( )1 1 1 1 1

16
S a b c d

x y z t

⎛ ⎞⎟⎜≥ + + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 

 
( )1 1 1 1 1 16 1

48 48 3
x y z t

x y z t

⎛ ⎞⎟⎜≥ + + + + + + ≥ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
219.  ǂមលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើងǕចសនមតថ a b c≥ ≥ ។ ដេូចនះ n n na b c≥ ≥  ចំេពះ្រគប់ 

*n ∈ `  នងិ 1 1 1

b c c a a b
≥ ≥

+ + +
 ។ 

ǂមវសិមភពតេំរៀប េយើងមន 

 

n n n n n na b c a b c

b c c a a b a b b c c a
+ + ≥ + +

+ + + + + +  
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នងិ 

n n n n n na b c a b c

b c c a a b c a a b b c
+ + ≥ + +

+ + + + + +  

បូកអងគនងិអងគ េយើងទញបន 

 

1

2

n n n n n n n n na b c a b b c c a

b c c a a b a b b c c a

⎛ ⎞+ + + ⎟⎜ ⎟⎜+ + ≥ + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠ 
ǂមវសិមភពេឆបី៊សិវ  

 
( )( )1 11

2
n n n na b a b a b− −+ ≥ + +

 

⇒  ( )1 11

2

n n
n na b
a b

a b
− −+

≥ +
+

 

ដចូគន  
( )1 11

2

n n
n nb c
b c

b c
− −+

≥ +
+  

 
( )1 11

2

n n
n nc a
c a

c a
− −+

≥ +
+  

⇒  
1 1 1

2

n n n n n na b c a b c

b c c a a b

− − −+ +
+ + ≥

+ + +
 

220.  ǂមលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើងǕចសនមតថ x y z≤ ≤ ។ ដេូចនះ  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1

1 1 1 1 1 1y z z x x y
≤ ≤

+ + + + + +  
ǂមវសិមភពេឆបី៊សិវ េយើងទញបន 

( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3 3

1 1 1 1 1 1

x y z

y z z x x y
+ + ≥

+ + + + + +  

( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3 3 1 1 1

3 1 1 1 1 1 1

x y z

y z z x x y

⎡ ⎤+ + ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

( )( )( )
3 3 3 3

3 1 1 1

x y z x y z

y z x

+ + + + +
=

+ + +  

ǂង 
3

x y z
a

+ +
=  ។ ǂមវសិមភពរǏងតៃំលមធយម េយើងមន  

33 3 3
3

3 3

x y z x y z
a

⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜≥ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

( )
1
33 3 3a x y z xyz= + + ≥ =  

( )( )( )
( ) ( ) ( ) 31 1 1

1 1 1
3

x y z
y z x

⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥+ + + ≤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  
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( )31 a= +  
ដេូចនះ 

( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3 3

1 1 1 1 1 1

x y z

y z z x x y
+ + ≥

+ + + + + +

( )
3

3

6

1
a

a+
  

ដេូចនះ េយើង្រតវូបង្ហ ញថ 
( )
3

3

6 3

41
a

a
≥

+
 

េƽយ 1a ≥  េនះ ( )
( )

3 3

3

1 6
6 1

1 1

a
f a

a a

⎛ ⎞⎟⎜= − =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ +
 ជអនគុមនេ៍កើនƽច់ខតេលើសំណំុ 

+\ ។ េយើងមន ( ) ( ) 3
1

4
f a f≥ =  ដេូចនះវសិមភពពតិ។ 

221.  ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ មិនអវជិជមន េគមន 

 ( )21 2 0a a− ≥  ⇒ 1 2
1 22

a a
a a

+
≥  

ដេូចនះ វសិមភពខងេលើពតិ ចំេពះ 2n = ។ សនមតថ វសិមភពខងេលើពតិ រហូតដល់ 12 ,kn −=

2k > ។ ដេូចនះ  

  

11
1

1 2 22 1 2 2 1

...
...

2

kk
k k

a a a
a a a

−−
− −

+ + +
≤

 

ǂង  

11 2 2
1 1

...

2

k

k

a a a
x

−

−
+ + +

=
 

  

12 1 2
2 1

...

2

k k

k

a a
x

− +
−

+ +
=

 

េយើងមន  
1 2

1 22
x x

x x
+

≥
 

⇒

111 2 2 1 22
1 1

......

2 2
2

k kk

k k

a aa a a −− +
− −

+ ++ + +
+

111 2 2 1 22
1 1

......

2 2

k kk

k k

a aa a a −− +
− −

+ ++ + + ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟⎜⎜≥ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
 

⇒ 
1 2 2 2 1 2 2

...
...

2

k k
kk

a a a
a a a

+ + +
≥

 
ដេូចនះ វសិមភពពតិចំេពះ ្រគប់ 2 , 1kn k= ≥ ។ ឥលូវសនមតថ 12 2k kn− < < ។ ǂង 

 1 1 2 2, ,..., n ny a y a y a= = =  

 
1 2

1 2 2
...

... k
n

n n
a a a

y y y
n+ +

+ + +
= = = =

  

 
1 ... na a

A
n

+ +
=
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 1...n nG a a=  
េយើងមន  

  
1 2 2 1 2

...
...

2

k k
kk

y y
y y

+ +
≥

 

 ⇒ 

( ) 1 2
1 2

...
... 2

2

nk
n

k

a a a
a a a n

n
+ + +

+ + + + −

 

   
( )21 22

1
...

...
k

k n
n

n
a a a

a a
n

−+ + +
≥

 

 ⇒ 

( ) 2 22

2

k k
k

n n
k

nA n A
G A −+ −

≥
 

 ⇒ 
/2 1 /2k kn nA G A −≥  

 ⇒ 
/2 /2k kn nA G≥  

 ⇒ A G≥  

 ⇒ 
1 2

1 2
...

... nn n
a a a

a a a
n

+ + +
≤

 
222.  ǂង ܽ ൌ ݔ ൅ ,ݕ ܾ ൌ ݕ ൅ ,ݖ ܿ ൌ ݖ ൅ ,ݔሺ ݔ ,ݕ ݖ ൐ 0ሻ វសិមភពែដលេǕយសមមូលនងឹ 

ݖݕݔ6 ൑ ݕଶݔ ൅ ଶݕݔ ൅ ݖଶݕ ൅ ଶݖݕ ൅ ݔଶݖ ൅  ଶݔݖ
វសិមភពេនះពតិ េƽយេ្របើវសិមភពមធយមនព្វន្តមធយមធរណីម្រត សំǍប់ 

,ݕଶݔ ,ଶݕݔ ,ݖଶݔ ,ଶݖݔ ,ݖଶݕ  ଶ ។ݖݕ

223.  េយើងមន 

ሺ݊!ሻଶ/௡ ൌ ൬ሺ1.2.… ݊ሻ
ଵ
௡൰

ଶ
൑ ൬

1 ൅ 2 ൅ڮ൅ ݊
2 ൰

ଶ

ൌ ൬
݊ ൅ 1
2 ൰

ଶ

൑
1
3݊

ଶ ൅
1
2݊ ൅

1
6 

224.  ǂមវសិមភពកូសីុ 
8ܽଶܾଷܿଷ ൑ 2଼ܽ ൅ 3଼ܾ ൅ 3଼ܿ 
8ܽଷܾଶܿଷ ൑ 3଼ܽ ൅ 2଼ܾ ൅ 3଼ܿ 
8ܽଷܾଷܿଶ ൑ 3଼ܽ ൅ 3଼ܾ ൅ 2଼ܿ 

បូកវសិមភពអស់េនះបញចូលគន  េហើយែចកនងឹ 3ܽଷܾଷܿଷ េយើងទញបនវសិមភពែដលចង់បន។ 

225.  ǂមវសិមភពកូសីុ 
ሺ݊ ൅ ݇ െ 1ሻݔଵ௡ݔଶ ௞ݔ… ൑ ଵ௡ା௞ିଵݔ݊ ൅ ଶ௡ା௞ିଵݔ ൅ ൅ڮ  ௞௡ା௞ିଵݔ
ሺ݊ ൅ ݇ െ 1ሻݔଵݔଶ௡ ௞ݔ… ൑ ଵ௡ା௞ିଵݔ ൅ ଶ௡ା௞ିଵݔ݊ ൅ ൅ڮ  ௞௡ା௞ିଵݔ

…     … 
ሺ݊ ൅ ݇ െ 1ሻݔଵݔଶ ௞௡ݔ… ൑ ଵ௡ା௞ିଵݔ ൅ ଶ௡ା௞ିଵݔ ൅ ൅ڮ  ௞௡ା௞ିଵݔ݊

បូកវសិមភពទំងអស់បញចូលគន  បនទ ប់មកែចកនងឹ ሺ݊ ൅ ݇ െ 1ሻ េយើងទញបនវសិមភពែដល្រតវូ

្រǒយបញជ ក់។ 

226.  ǂមវសិមភពកូសីុ 

1

11

n n n

i i
ii

x n x
==

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜≥ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏  នងិ 
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1

1
11

1

1 1 1
n n n

i iii n n

i
i

n n
x x

x

==

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜≥ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∏

∏
 

⇒    2

1 1

1
n n

i
ii i

x n
x= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ≥⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  

227.  ǂមលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើងǕចសនមតថ x y z≤ ≤  ។  

ǂង ( ) ( )2 2 2, , 2f x y z x y z x y z xy yz zx= + + + + + − + +  

េយើងមន 

 
( ) ( ), , , ,f x y z f x yz yz−

 ( )2 2 2 2 4y z y z xy yz zx yz x yz= + + + − + + − +  

 
( ) ( ) ( )2 22

2y z y z x y z= − + − − −
 

 
( ) ( )2 2

1 2y z y z x
⎛ ⎞⎟⎜= − + + − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ 

 ( ) ( )2
2 1 2y z y z x yz= − + − + +

 
េƽយ x y z≤ ≤  េនះ 2 0y z x+ − ≥  ។  

⇒  ( ) ( ), , , , 0f x y z f x yz yz− ≥  េហើយអងគទំង២េសមើគន  លុះ្រǂែត y z= ។ 

ǂង a x=  នងិ b yz= ។ ដេូចនះ , 0a b >  នងិ 2 1ab = ។ 

េយើងមន  ( ) 2, , 2 4f a b b a a b ab= + + −  

4 2

1 1 4
2b

bb b
= + + −

 

( )5 3 2
4

1
2 4 1b b b

b
= − + +

 

( ) ( )2 3 2
4

1
1 2 4 2 1b b b b

b
= − + + +

 
0≥  េសមើគន  លុះ្រǂែត 1b =    

ដេូចនះ ( ) ( ), , , , 0f x y z f a b b≥ ≥  េហើយេសមើគន  លុះ្រǂែត , 1, 1y z b xyz= = =  ⇒  

1x y z= = = ។  

228.  ǂមវសិមភពកូសីុ 

2 2 2 2a b c d ab ac ad bc bd cd+ + + + + + + + +  
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 ( ) ( )
1 1

2 2 2 2 5 5 5 510 1010 . . . . . 10 10a b c d abacad bcbd cd a b c d≥ = =
 

អងគទំង២េសមើគន  េពល 1a b c d= = = =  ។ 

229.  េយើងមន 

 ( )3 3 3 3 6a b c a b c abc+ + = + + +  

   ( )2 2 2 2 2 23 a b a c b a b c c a c b+ + + + + +
 

   ( )1/63 3 3 6 6 66 3 6a b c abc a b c≥ + + + + ×
 (ǂមវសិមភពកូសុី) 

   
3 3 3 24a b c abc= + + +  

230.  េបើអងគខងǒ្ត ៃំនវសិមភព អវជិជមន រ ឺសូនយ េនះវសិមភពជវសិមភពƽច់ខត។ េ្រកពី

េនះ េយើងសនមតថ ( )max , ,a a b c= ។ ដេូចនះ a b c+ −  នងិ c a b+ −  វជិជមនƽច់ខត។ ដេូចនះ

កǂ្ត ទបីីកវ៏ជិជមនែដរ។ ដេូចនះ , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណ។ ដេូចនះ េយើងǂង 

 , ,a b c x b c a y c a b z+ − = + − = + − =  

មននយ័ថ , , 0x y z >  េហើយ , ,
2 2 2

x z y x z y
a b c

+ + +
= = = ។ 

វសិមភពេទជ 

 ( )( )( ) 8x z y x z y xyz+ + + ≥  
ǂមវសិមភពកូសីុ េយើងទញបន 

 ( )( )( ) 2 .2 .2 8x z y x z y xz yx zy xyz+ + + ≥ =  
អងគទំងពរីេសមើគន ទល់ែតនងិមនែត x y z= =  មននយ័ថ a b c= = ។ 

231.  ǂមវសិមភពកូសីុ េយើងមន 

 
( ) ( )

1 1 1

1 1
n n n

k k k k
k k k

a a a a
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− = −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∏ ∏ ∏

 

   
( )

1 1

1 1
1

n nn n

k k
k k

a a
n n= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

 

   

( )
2

1
n

n

n

n

−
≤

 
232.  េយើងមន 

 

2
2 2 2

2 2

1 1 3

2 4

b
a b b a

a aa a

⎛ ⎞⎟⎜+ + + = + + +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

    2
2

3

4
a

a
≥ +  េសមើគន  លុះ្រǂែត  1

2
b

a
= −
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     ǂមវសិមភពកូសីុ 

⇒  2 2
2

1
3

b
a b

aa
+ + + ≥   

េសមើគន  លុះ្រǂែត 4 3

4
a =  នងិ  ។ 

233.  ǂមវសិមភពកូសីុ ចំេពះ 2n ≥  

 

( )
1

1
1

1 1 1
1 1 1

1 1
1

n n n
n

n n n

−
⎛ ⎞⎟⎜− + +⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎝ ⎠−⎟⎟⎜⎜ ⎟+ < = +⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠−⎜ ⎟⎝ ⎠  

⇒  1n nU U− <  

មយ៉ងវញិេទៀត 

 

1
1

1
1 1

1
1

1 1

n n n
n n

n n n

+
⎛ ⎞⎟⎜ − +⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎟⎟⎜⎜ ⎟− < =⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ + +⎜ ⎟⎝ ⎠  

⇒  
1

1

1

n n
n n

n n

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎟ ⎟⎜ ⎜<⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠+
 ⇒  

1

1 1

n nV V−
<  

⇒  1n nV V −<  

234.  េយើងǂង  

( ) 1 2 1
1 2

2 3 3 4 1 1 2

, , ..., ... n n
n

n

a a a a
f a a a

a a a a a a a a
−= + + + +

+ + + +  
កនងុសំេនរបនទ ប់មកេទៀតេនះ ចំេពះសនទសƞនǁ៍ែដលធជំង n  មននយ័ថǏេសមើនងឹតៃំលេនះដក 

n  េចញ។ 

េយើងសនមតថ ( )1 1 2max , , ..., na a a a= ។ ដេូចនះយក 1 1i =  ។ ǂង 2i  ជសនទសƞនǂ៍ងេǕយ

ចំននួធបំំផុតរǏង 2a  នងិ 3a  េហើយេបើ 2 3a a=  េនះេយើងយក 2 2i = ។ ដេូចនះ 2 1 2i i≤ + ។ 

េយើងបេងក ើតស្វុីត ( )ki មួយ េƽយកេំនើនដចូតេទេនះ៖ 

េបើ េគបេងក ើតបន ki  រចួេហើយ េគǂង 1ki +  ជសនទសƞនៃ៍នចំននួធជំងេគរǏង 1ki
a +  នងិ 2ki

a +  

េƽយ េបើ 1 2k ki ia a+ +=  យក 1 1k ki i+ = + ។ កនងុលកខខណ្ឌ េនះ 1 2k ki i+ ≤ + ។ 

េƽយ 1 1i =  េនះ 1 1 2ki k+ ≤ +  ចំេពះ្រគប់ k ។ 

េƽយ ( )1 1 1 2max , , ,n na a a a a+= = "  េនះ េយើងមន r  ែដល 1 1ri n+ = + ។ ដេូចនះ 

1ri n= −  រ ឺ ri n= ។ ដេូចនះ ( )1 1 2 1rn i r− ≤ ≤ + − ។ 

⇒  
2

n
r ≥         (១) 

3
2
4

≥

1

2
b

a
= −
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ដេូចនះេយើងទញបន 

 ( )1 2, , , nf a a a"  1 2

2 3 1
2 2 2

r

r

i i i

i i i

a a a

a a a
+

≥ + + +"  (២) 

    

1 2

2 3 1

1

2
r

r

ri i i

i i i

a a ar

a a a
+

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

"

"
 (វសិមភពកូសុី) 

    2 4

r n
= ≥

 

េដើមបីេǕយ ( )1 2, , , 4n
n

f a a a ="  េគ្រតវូែតមន (១) នងិ (២) ជសមភព។ ែតសមភព (២) នំ

េǕយ r n=  ែតសមភពេនះ មិន្រតវូគន នងឹសមភព (១)។ ដេូចនះ  

( )1 2, , , 4n
n

f a a a >"
 

 

235.  ǂមវសិមភពកូសីុ ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន 

 ( )
1
32 1 1 3i i ia a a+ = + + ≥  

⇒  ( )

1
3

1 1

2 3 3
n n

n n
i i

i i

a a
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ ≥ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏ ∏  

236.  (១) េƽយܽ, ܾ ជចំននួពតិវជិជមន េនះេគមន ݔ, ែដល 0 ݕ ൏ ,ݔ ݕ ൏ 90° េហើយែដល 

tan ݔ ൌ ܽ; tan ݕ ൌ ܾ ។ វសិមភពេនះពតិ េបើ ܽ ൌ ܾ។ ដេូចនះ េយើងសនមតថ ܽ ് ܾ រ ឺសមមូលនងឹ 

ݔ ് ។ ដេូចនះ ଵ ݕ
√ଵା௔మ

ൌ cos ݔ ;  ଵ
√ଵା௕మ

ൌ cos  ។ េយើងមន ݕ

1 ൅ ܾܽ ൌ
cos ݔ cos ݕ ൅ sin ݔ sin ݕ

cos ݔ cos ݕ ൌ
cosሺݔ െ ሻݕ
cos ݔ cos  ݕ

ដេូចនះវសិមភពសមមូលនងឹ 

cos ݔ ൅ cos ݕ ൒ 2ඨ
cos ݔ cos ݕ
cosሺݔ െ  ሻכሻ              ሺݕ

ฺ       cosଶ ݔ ൅ cosଶ ݕ ൅ 2 cos ݔ cos ݕ ൑
4 cos ݔ cos ݕ
cosሺݔ െ ሻݕ

 

 

េƽយ 0 ൏ ݔ| െ |ݕ ൏ 90° េនះ 0 ൏ cosሺݔ െ ሻݕ ൏ 1។ ដេូចនះ 2 cos ݔ cos ݕ ൑ ଶୡ୭ୱ௫ ୡ୭ୱ௬
ୡ୭ୱሺ௫ି௬ሻ

 ។ 

ដេូចនះេយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

cosଶ ݔ ൅ cosଶ ݕ ൑
2 cos ݔ cos ݕ
cosሺݔ െ ሻݕ  
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฻ cosሺݔ െ ሻሾcosଶݕ ݔ ൅ cosଶ ሿݕ ൑ 2 cos ݔ cos  ݕ
฻ cosሺݔ െ ሻሾcosଶݕ ݔ ൅ cosଶ ݕ ൅ 2ሿ ൑ 4 cos ݔ cos  ݕ

฻ cosሺݔ െ ሻሾ2ݕ cosሺݔ െ ሻݕ cosሺݔ ൅ ሻݕ ൅ 2ሿ ൑ 2ሾcosሺݔ െ ሻݕ ൅ cosሺݔ ൅  ሻሿݕ
฻ cosଶሺݔ െ ሻݕ cosሺݔ ൅ ሻݕ ൑ cosሺݔ ൅  ሻݕ

ពតិ េ្រពះ 0 ൏ ܽ, ܾ ൑ 1 េយើងមន 0 ൏ ,ݔ ݕ ൏ గ
ସ
 ដេូចនះ 0 ൏ ݔ ൅ ݕ ൏ గ

ଶ
 នងិ cosሺݔ ൅ ሻݕ ൐ 0 ។ 

(២)  េយើងបំែលងវសិមភព(*) ជ 

2 cos
ݔ ൅ ݕ
2 cos

ݔ െ ݕ
2 ൒ 2ඨ

1/2ሾcosሺݔ ൅ ሻݕ ൅ cosሺݔ െ ሻ ሿݕ
cosሺݔ െ ሻݕ  

฻ 4cosଶ
ݔ ൅ ݕ
2 cosଶ

ݔ െ ݕ
2 cosሺݔ െ ሻݕ ൒ 2ሾcosሺݔ ൅ ሻݕ ൅ cosሺݔ െ  ሻሿݕ

฻ ሾ1 ൅ cosሺݔ ൅ ሻሿሾ1ݕ ൅ cosሺݔ െ ሻሿݕ cosሺݔ െ ሻݕ ൒ 2ሾcosሺݔ ൅ ሻݕ ൅ cosሺݔ െ  ሻሿݕ
ǂង ݏ ൌ cosሺݔ ൅ ݐ ሻ នងិݕ ൌ cosሺݔ െ ሻ។ ដេូចនះេយើង្រគន់ែតបង្ហݕ ញថ 

ሺ1 ൅ ሻሺ1ݏ ൅ ݐሻݐ ൒ 2ሺݏ ൅  ሻݐ
฻   0 ൑ ሺ1 ൅ ଶݐሻݏ ൅ ሺݏ െ 1ሻݐ െ ݏ2 ൌ ሺݐ െ 1ሻሾሺ1 ൅ ݐሻݏ ൅  ሿݏ2

េƽយ ݐ ൑ 1 ដេូចនះេយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ ሺ1 ൅ ݐሻݏ ൅ ݏ2 ൑ 0 

េƽយ ܾܽ ൒ 3 េនះ tan ݔ tanݕ ൒ 3 រសឺមមូលនងឹ sin ݔ sin ݕ ൒ 3 cos ݔ cos  ។ នេំǕយ ݕ
1
2
ሾcosሺݔ െ ሻݕ െ cosሺݔ ൅ ሻሿݕ ൒

3
2
ሾcosሺݔ െ ሻݕ ൅ cosሺݔ ൅  ሻሿݕ

ฺ ݐ ൑ െ2ݏ  
េƽយ 1 ൅ ݏ ൒ 0 េនះ ሺ1 ൅ ݐሻݏ ൑ െሺ1 ൅ ។ េយើងទញបន ሺ1 ݏሻ2ݏ ൅ ݐሻݏ ൅ ݏ2 ൑

െሺ1 ൅ ݏሻ2ݏ ൅ ݏ2 ൌ െ2ݏଶ ൑ 0 ដចូែដលចង់បន។ 

 

237.    ចំេពះ្រគប់ i  ǂង 1

1i
i

a
x

=
+

។ ដេូចនះ 
1

0 1, i
i i

i

a
a x

a

−
< < =  នងិ 

1

1

1
n

i
i

a
+

=
=∑ ។  

⇒  
( )
1

1
1
1

1

1

1
n

in
i

i n
i

i
i

a

x

a

+

+
=

+
=

=

−

=
∏

∏
∏

 

ǂមវសិមភពកូសីុ 

 
1

1
n

i k k
k ik i

a a n a
≠≠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− = ≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏  េƽយអងគទំងពេីសមើគន េបើ ka  េសមើគន ទំងអស់។ ដេូចនះ 

 
( )

111
1

1 1 1

1
nnn

n
i k k

i k k n

a n a a
+

+

= ≠ ≠ +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜− ≥ ⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏ ∏"

 

   

11
1

1

nn
n n

i
i

n a
+

+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏

 
1

1

1

n
n

i
i

n a
+

+

=
= ∏  
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⇒  
( )
1

1
1
1

1

1

1
n

in
i

i n
i

i
i

a

x

a

+

+
=

+
=

=

−

=
∏

∏
∏

1nn +≥  

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េបើនងិមនែត 1 2 1
1

1na a a
n+= = = =
+

"  ⇒  

1 2 1nx x x n+= = = =" ។ 

238.  ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ ,k j  ǂង ,
j k

k j
j

x

x
α +=  ែដលកនងុបǁ្ត សនទសƞនទំ៍ងអស់េនះ េបើ

សនទសƞនǁ៍មួយ ធជំង n  េយើងជំនសួǏេƽយ តៃំលសមមូលǂម n ។ ឧទហរណ៍ ( )1 n+  ជំនសួ

េƽយ 1;(1 1modn n+ ≡ ) ( )2 n+  ជំនសួេƽយ 2  ។ល។ 

 

ដេូចនះ ចំេពះ្រគប់ k  េយើងមន  

,
1

1
n

k j
j

α
=

=∏
1 2

,1 ,2 ,
1 2

... ....k k n k
k k k n

n

x x x

x x x
α α α + + += =  ។  

ǂមវសិមភពកូសីុ 

( )
1

n
j j

jj

a s x

x=

−
∑

 

1

1

n

j k jn
k

jj

a x x

x

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
=

∑
∑

 

   1 1

1
n n

k
j

jj k

x
a

x= =

⎛ ⎛ ⎞⎞⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟= −⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎟⎜ ⎜⎝ ⎝ ⎠⎠
∑ ∑

 
1

,
1 1

n n

j k j
j k

a α
−

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

    

1

,
1 1

n n

j k j
j k

a α
−

= =
= ∑ ∑

 

    

1
1

11

n n n

j
jk

n a
−

==

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜≥ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏

 

    
( )

1

1

1
n n

j
j

n n a
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏

 
សមភពេកើតមន េពល 1 2 ... nx x x= = =  ។ ដេូចនះ ( ) ( )1C n n n= −  ។  



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | V. វសិមភព 115 

 

239.    ឧបមថ 1 2, , ..., kn n n  ជចំននួបូ៊លកនងុ្របអប់ 1, 2, ...,k ។ េយើងមន 
1

k

i
i

n n
=

=∑ ។ ចំននួ

បនƞំគូបូ៊លកនុង្របអប់ i  មនតៃំល 
2
in⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

។ ដេូចនះ ជសរបុេសមើនងឹ 
1
2

k
i

i

n

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  ែដលេយើងចង់េǕយǏតចិ

បំផុត។ 

េបើ មន ,i j  ែដល 2i jn n− ≥  េនះ េƽយដកបូ៊លមួយេចញព្ីរបអប់េលខ i  េហើយយកេទƽក់

កនងុ្របអប់េលខ j  េយើងទញបន ចំននួគូបូ៊លថយចុះ  

1 1
1 0

2 22 2
i ij j

i j
n nn n

n n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜+ − − = − − >⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
បនទ ប់មកេទៀត េយើងបនថយចំននួគូបូ៊ល េƽយេធ្វ ើយ៉ងǁេǕយចំននួបូ៊លកនងុ្របអប់ពរីេផƞងគន  មន

ចំននួបូ៊លេ្រចើនជងគន មិនេលើសពមួីយេទ។ ដេូចនះ ្របអប់នមួិយមនបូ៊លចំននួ n
k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 រ ឺ 1
n

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 បូ៊ល។ 

240.  ǂង  1 1 1
1 1 1P
x y z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

( )1/3
1

q
xyz

=

 
⇒  1 1 1 1 1 1 1

1P
x y z xy yz zx xyz

= + + + + + + +  

ǂមវសិមភពកូសីុ 

1 1 1
3q

x y z
+ + ≥

 

   

21 1 1
3q

xy yz zx
+ + ≥

 

   

3
3q

x y z
≥ =

+ +  

   

31
q

xyz
=

 
⇒  ( )32 31 3 3 1P q q q q≥ + + + = + ( )31 3 64≥ + =  

អងគទំង២េសមើគន  េពល 1

3
x y z= = =  ។ 

241.   សំេនើ 

ចំេពះ្រគប់ , 0a b >  េគមន 
2 2

2 2

1

3

a ab b

a ab b

− +
≥

+ +
 េហើយអងគទំង២េសមើគន  ទល់ែត a b= ។ 

សំǍយបញជ ក់ 



116 ១. អនុគមន៍ងយ | លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត 

 

2 2

2 2

1

3

a ab b

a ab b

− +
≥

+ + ⇔  ( )2 2 2 23 a ab b a ab b− + ≥ + +  

     2 2 2a b ab+ ≥  ពតិ។ អងគទំង២េសមើគន  ទល់ែត

a b= ។ 

ǂង 

( )
9 9

1 2 6 3 3 6
1

, , ..., i j
n

i j n i i j j

x x
f x x x

x x x x≤ < ≤

+
=

+ +
∑

 នងិ  
3

i ia x=  ចំេពះ្រគប់ i  ។ 

េយើងមន 1 2... 1na a a =  េហើយǂមសំេនើខងេលើ 

 

( )
3 3

1 2 2 2
1

, , ..., i j
n

i j n i i j j

x x
f x x x

a a a a≤ < ≤

+
=

+ +
∑

 

    
( )

2 2

2 2
1

i i j j
i j

i j n i i j j

a a a a
a a

a a a a≤ < ≤

⎡ ⎤− +⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

∑
 

    
( )

1

1

3 i j
i j n

a a
≤ < ≤

≥ +∑
 

    1

1

3

n

i
i

n
a

=

−
= ∑

 

    

( )
( )

1

1 2
1

...
3

nn
n n

a a a
−

≥
 

    

( )1
3

n n −
=

 

( )
( )

1 2

1
, , ...,

3n

n n
f x x x

−
≥   អងគទំង២េសមើគន  ទល់ែត 

1 2 ... 1nx x x= = = = ។ 

242.   ǂង ( ) 176
, , ,

27
f a b c d abc bcd cda dab abcd= + + + −   

( ) 176

27
bc a d ad b c bc

⎛ ⎞⎟⎜= + + + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
( ), , ,f a b c d  ជទំនក់ទំនងឆ្លុះ (េបើេគប្តូរគន  រǏង , , ,a b c d  េនះ f  េនដែដល)។ 

១) ករណី 

176
0

27
b c bc+ − ≤

 

ǂមវសិមភពកូសីុ ( ) ( )
3
1 1

, , ,
3 27

f a b c d bc a d
⎛ ⎞⎟⎜≤ + ≤ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 ⇒ វសិមភពពតិ។ 
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២) ករណី  

176
0

27
b c bc+ − >

 

ǂមវសិមភពកូសីុ 

  
( ) ( )

2
176

, , ,
2 27

a d
f a b c d bc a d b c bc

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎟ ⎟⎜ ⎜≤ + + + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

, , ,
2 2

a d a d
f b c
⎛ ⎞+ + ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

ដេូចនះ   
( ), , , , , ,

2 2

a d a d
f a b c d f b c

⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ 

    , , ,
2 2

a d a d
f b c
⎛ ⎞+ + ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 េ្រពះ f  ជអនគុមនសីុ៍េម្រទី 

    
, , ,

2 2 2 2

b c a d a d b c
f
⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

    
, , ,

2 2 2 2

a d b c a d b c
f
⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

    

1 1
, , ,
4 2 2 4

b c a d
f
⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ 

    

1 1
, , ,

2 4 4 2

b c a d
f
⎛ ⎞+ + ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

    

1 1 1 1
, , ,
4 4 4 4

f
⎛ ⎞⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ 1

27
=  ⇒ វសិមភពពតិ។ 

243.   ǂង ( )
0

n
i

i
i

P X a X
=

= ∑  េƽយ 0ia ≥  ចំេពះ i n<  នងិ 0na >  ។ េយើងមន 

1 2, , .., 0nx x x > ។  

ǂង 1 1nx x+ = ។ 

េបើ 1n =  អងគទំង២ៃនវសិមភព េសមើគន ។ 

េបើ 2n ≥  េយើងមន ( )2 2 2

0

2
n

i i j
i i j

i i j

P X a X a a X +

= <
= +∑ ∑  ។ 

ចំេពះ *p ∈ `  ǂង 1

1

1
pn

k
p

kk

x
S

n x
+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  ។ 

ǂមវសិមភពកូសីុ 

1

1

1

1
p nn

k
p

kk

x
S

x
+

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜≥ =⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
∏

 



118 ១. អនុគមន៍ងយ | លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត 

 

ែតថ 

12

1

1
n

k

kk

x
P

n x
+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

2
2

0

2
n

i i i j i j
i i j

a S a a S +
= <

= +∑ ∑  

    
( )2 2

0

2 1
n

i i j
i i j

a a a P
= <

≥ + =∑ ∑
 

⇒  ( )12 2

1

1
n

k

kk

x
P nP

x
+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  េសមើគន  លុះ្រǂែត 1 2 ... nx x x= = = ។ 

244.   ǂង ( ){ }*
1 2 1 2, , , / 1n

n nE a a a a a a+= ∈ + + + =… \ …  នងិ f  ជអនគុមន៍

មួយ កនំត់េលើ E  េƽយ 

 ( )1 2, , , nf a a a… ( ) ( )2
1 2

1 1

1 , , ,
nn

k k n
k k

n n a P a a a
= =

= − + ∑∏ …  

ែដល 
( )1 2

1

1
, , ,

n

k n i
k i

P a a a a
a =

= ∏"
។ 

េបើ សិនជ្រគប់ ia  សទុធែតខុសគន ទំងអស់ េនះេគមនពរីកនងុចំេនមេនះ ឧទហរណ៍ 1 2,a a  ែដល 

1 2a m a< <  ែដល 1 2 1na a a
m

n n

+ + +
= =

"
។ 

េយើងមន 

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , nf a a a a a A a a B= + +"  

ែដល 3

n

i
i

A a
=

= ∏
 នងិ 

( )
( )1 22

1 23 3

, , ,
1

nn
i n

i
i i

P a a a
B n n a

a a= =
= − + ∑∏

"

 

(េបើ 2n =  េយើងǂង ( )21; 1A B n n= = − )។ េយើងទញបន 

 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n nf m a a m a f a a a+ − −" "  ( )( )1 2 1 2B m a a m a a= + − −  

        ( )( )1 2 0B m a a m= − − >  

ដចូគន  េយើងទញបន ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , , ,n nf m a a m a f m m a f m m m+ − < < <" " " "

។ 

ដេូចនះ ( ) ( )1 2, , , , , ,nf a a a f m m m≤" "  េƽយអងគទំងពរីេសមើគន េពល 

1 2 na a a m= = = =" ។ 

ែត 
1

m
n

=
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⇒  ( )
( )2 3

1

1 1
, , , .

n n n

n n n
f m m m n

n n n−

−
= + =" ។ 

⇒  ( )2
3
1 2 1

1 1 1
. 1

n

n
n kk

n n
a a a an −

=
≥ − + ∑"

 

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

na a a
n

= = = =" ។  

245.   ǂង S  ជែស្វ៊រ មនផចតិ O  នងិ ក ំ 1R = ។ ǂង 1 2 3 4, , ,A A A A  ជបǁ្ត ចំនចុសថិតេលើ 

S ។ េយើងមន 

 

1
6

2 21

6i j i j
i j i j

AA AA
< <

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ≤⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑∏

 

⇔  
3

2
3

1

6
i j i j

i j i j

AA AA
< <

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑∏  

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េពល i jA A  មនតៃំលេថរ។  

ម៉យងវញិេទៀត 

 

2
i j

i j

AA
<
∑

 
( )2 2 2i j i j

i j

OA OA OA OA
<

= + −∑
JJJGJJJJG

i
 

   

212 2 i j
i j

R OA OA
<

= − ∑
JJJG JJJJG

i
 

េហើយ 

 

24

1
i

i

OA
=
∑

JJJG

 

4 4

1 1
i i

i i

OA OA
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

JJJG JJJG
i

 

   

4
2

1

2 .i i j
i i j

OA OA OA
= <

= +∑ ∑
JJJG JJJJG

 

   

24 2 .i j
i j

R OA OA
<

= + ∑
JJJG JJJJG

 

⇒  2 .i j
i j

OA OA
<

− ∑
JJJG JJJJG

 

24
2 2

1

4 4i
i

R OA R
=

= − ≤∑
JJJG

  អងគទំងពរីេសមើគន  េពល 

4

1

0
i

OA
=

=∑
JJJG G

 មននយ័ថ O  ជអីុសបូរសីង់របស់ iA ។ ដេូចនះ 

 

2 216i j
i j

AA R
<

≤∑
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⇒  ( )
932 6

3 3

1 2
16

6 3
i j

i j

AA R R
<

≤ =∏  េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េពល O  ជអីុសូបរសីង់

របស់ iA  េហើយ បǁ្ត ចំងយ i jA A  េសមើគន ទំងអស់ េបើ i j≠ ។ លកខខណ្ឌ ចុងេ្រកយេនះ មននយ័

ថ 1 2 3 4AA A A  ជចតមុុខនយ័ិត ដេូចនះនេំǕយO  ជអីុសបូរសីង់របស់ iA ។ ដេូចនះ 
9
6

3

2

3
i j

i j

AA R
<

≤∏
  

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  ករណី 1 2 3 4AA A A  ជចតមុុខនយ័ិត។ 

 

246.   ǂង ( )0 1 21 ... na a a a= − + + +  ។ េយើងមន  

0 0a >   

0

1
n

k
k

a
=

=∑
 

( )
( )( )( ) ( )

( )

1 2 1 2 0

1 2 1 2

0

.... 1 ...

... 1 1 ... 1
1

n

k
n n k

n
n n

k
k

a
a a a a a a

a a a a a a
a

=

=

− − − −
=

+ + + − − −
−

∏

∏
 

ǂមវសិមភពកូសីុេយើងមន 

 0

1
n

i k i
k

a a a
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ 1

n
k k

k ik i

a n a
≠≠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏  

⇒  ( )

1 1 1

1

0 0 1

1 ...
n n n n

n
k k k k

k k k k n

a n a a a+

= ≠ ≠ ≠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜− ≥ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏ ∏ ∏  

   1

0

n
n

k
k

n a+

=
= ∏  េ្រពះ ia  នមួិយៗមនn ដង។ 

⇒  

( )

0
1

0

1

1

n

k
k
n n

k
k

a

n
a

=
+

=

≤

−

∏

∏
 ពតិ។ 

សមភពេកើតមន េពល 
0 1

1
...

1na a a
n

= = = =
+ ។ 

247.   ǂមសមមតកិមម ݔଵ; ;ଵݕ ଶ នងិݔ ଶ ជកូអរេƽេនៃនចំនចុសថិតេលើរង្វង់ករំង្វݕ ស់ ܿ មនផចតិេន

្រតង់គល់តរំយុ។ ដេូចនះ ݔଵ ൌ ܿ cos ߠ ଶݔ ; ൌ ܿ sin ߠ ; ଵݕ ൌ ܿ cos߶ ; ଶݕ ൌ ܿ sin߶  ។ដេូចនះ 
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ܵ ൌ 2 െ ܿሺcos ߠ ൅ sin ߠ ൅ cos߶ ൅ sin߶ሻ ൅ ܿଶሺcos ߠ ൅ cos߶ ൅ sin ߠ ൅ sin߶ሻ 

ൌ 2 െ √2ܿ ቂsin ቀߠ ൅
ߨ
4ቁ

൅ sin ቀ߶ ൅
ߨ
4ቁቃ

൅ ܿଶ cosሺߠ െ ߶ሻ 

൑ 2 ൅ 2√2ܿ ൅ ܿଶ ൌ ൫√2 ൅ ܿ൯
ଶ
 

 

អងគទំងពរីេសមើគន េពល ߠ ൌ ߶ ൌ ହగ
ସ

 មននយ័ថ ݔଵ ൌ ଶݔ ൌ ଵݕ ൌ ଶݕ ൌ
ି௖√ଶ
ଶ

 ។ 

 

248.   រេបៀបទ១ី 

ǂង 1 , 1 , 1a x b y c z= = =  េយើងទញបន 1xyz = ។ វសិមភពសមមូលនងឹ 

 

2 2 2 3
2

x y z
y z z x x y

+ + ≥
+ + +  

ǂមវសិមភពកូសីុǒ្វ ត  

 
( ) ( ) ( )

2 2 2x y z
y z z x x y

y z z x x y

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎜+ + + + + + + ⎟⎜⎣ ⎦ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠  

( )2x y z≥ + +  

⇒  
2 2 2

2
x y z x y z
y z z x x y

+ +
+ + ≥

+ + +
 

ǂមវសិមភពកូសីុ 

 

( )1 33 3

2 2 2

xyzx y z+ +
≥ =

 
រេបៀបទ២ី 

វសិមភពសមមូលនងឹ 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 4 3

1 1 1 3

2a b c b c a c a b abc
+ + ≥

+ + +
 

ǂង 
3 3 3, ,a x b y c z= = =  ែដល , , 0x y z >  េនះ 

 ( )9 3 3 4 4 4
cyclic

1 3

2x y z x y z
≥

+
∑

 
⇔  12 12 12 9 3 9 9 6

sym sym sym

2x y x y z x y z+ +∑ ∑ ∑  

11 8 5 8 8 8

sym

3 6x y z x y z≥ +∑
 

⇔  12 12 11 8 5

sym sym

x y x y z
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ 12 9 3 11 8 5

sym sym

2 x y z x y z
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑  
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9 9 6 8 8 8

sym sym

0x y z x y z
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ − ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 
តនួមួិយៗេនអងគខងេឆ្វងសុទធែតមិនអវជិជមន ǂមវសិមភពមួរែហ៊ដ។ 

249.   រេបៀបទ១ី 

េយើងǂង 

 
2 2 2

, ,
8 8 8

a b c
x y z

a bc b ca c ab
= = =

+ + +  
េយើងេឃើញថ ( ), , 0,1x y z ∈ ។ េយើង្រតូវបង្ហ ញថ 1x y z+ + ≥ ។ េយើងមន 
2 2 2 2 2 2

2 2 2
, ,

8 8 81 1 1

a x b y c z
bc ac abx y z

= = =
− − −  

⇒  
2 2 2

2 2 2

1
512 1 1 1

x y z

x y z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

េយើង្រតវូបង្ហ ញថ 1x y z+ + ≥  ែដល 0 , , 1x y z< <  នងិ 

  ( )( )( ) ( )22 2 21 1 1 512x y z xyz− − − =
 

ឧបមថ 1 x y z> + + ។ ǂមវសិមភពកូសុី 

 ( )( )( )2 2 21 1 1x y z− − −
 

 
( ) ( ) ( )2 2 22 2 2x y z x x y z y x y z z
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤> + + − + + − + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 ( )( )( )( )x x y z y z x y y z z x= + + + + + + + + × 

  ( )( )x y z z x y+ + + +  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 4 1 4 1 41 2 1 2 1 22 2 24 .2 .4 .2 .4 .2x yz yz y zx zx z xy xy≥

 

 ( )2512 xyz=   ផទុយពលីកខខណ្ឌ ។ 

រេបៀបទ២ី 

េយើងជំនសួ  

, ,
a b c

x y z
a b c a b c a b c

= = =
+ + + + + +  

វសិមភពេទជ 

 ( ) ( ) ( )2 2 28 8 8 1xf x yz yf y zx zf z xy+ + + + + ≥
 

ែដល ( ) 1f t t= ។ ្រតង់េនះ េយើងនរ័ម៉ល់វសិមភពេƽយ 1x y z+ + = ។ 

េƽយ f  ជអនគុមនផ៍តេលើ +\  េហើយ 1x y z+ + =  េនះេƽយេ្របើវសិមភពយិនសិន េយើង

ទញបន 
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 ( ) ( ) ( )2 2 28 8 8xf x yz yf y zx zf z xy+ + + + + ≥
 

( ) ( ) ( )( )2 2 28 8 8f x x yz y y zx z z xy+ + + + +
 

េយើងមន ( )1 1f = ។ េƽយអនគុមន ៍ f  ចុះƽច់ខត េនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 ( ) ( ) ( )2 2 21 8 8 8x x yz y y zx z z xy≥ + + + + +
 

េƽយ  1x y z+ + =  េនះ េយើងេធ្វ ើេǕយវសិមភពេនះអូមូ៉ែសន ជ 

( )3x y z+ + ≥   
( ) ( ) ( )2 2 28 8 8x x yz y y zx z z xy+ + + + +

 
⇔  ( ) ( ) ( )2 2 2

3 0x y z y z x z x y
⎡ ⎤− + − + − ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 ពតិ។ 

រេបៀបទ៣ី 

េពលេនះ េយើងនរ័ម៉ល់វសិមភពេƽយ 1xyz =  ម្តង។ 

ǂង 
2 2 2
, ,

bc ca ab
x y z

a b c
= = =   េនះ 1xyz = ។ វសិមភពសមមូលនងឹ 

 

1 1 1
1

1 8 1 8 1 8x y z
+ + ≥

+ + +
 

⇔  ( )( ) ( )( )( )
cyclic

1 8 1 8 1 8 1 8 1 8x y x y z+ + ≥ + + +∑  

⇔  ( ) ( )( )( )
cyclic

8 2 1 8 1 8 1 8 1 8x y z x y z x+ + + + + + +∑  

510≥  (*) 

េƽយ 1xyz =  េនះǂមវសិមភពកូសុី 

 3x y z+ + ≥  

 ( )( )( ) 8 9 8 9 8 9
1 8 1 8 1 8 9 .9 .9 729x y z x y z+ + + ≥ =  

 
( )4 278 9

cyclic cyclic

1 8 9 9 9x x xyz+ ≥ ≥ =∑ ∑
 

⇒  (*) ពតិ។ 

250.   ǂង ܽ ൌ tan ݔ , ܾ ൌ tanݕ , ܿ ൌ tan ែដល െగ ݖ
ଶ
൏ ,ݔ ,ݕ ݖ ൏ గ

ଶ
 ។ េនះ ܽଶ ൅ 1 ൌ

1 cosଶ ⁄ݔ , ܾଶ ൅ 1 ൌ 1 cosଶ ⁄ݕ , ܿଶ ൅ 1 ൌ 1 cosଶ ⁄ݖ   ។ គុណអងគទំងពរីៃនវសិមភពេƽយ 

cosଶ ݔ cosଶ ݕ cosଶ  េយើងទញបន  ݖ
ሾሺܾܽ ൅ ܾܿ ൅ ܿܽ െ 1ሻ cos ݔ cos ݕ cos ሿଶݖ ൑ 1 

 

េយើងមន 
ሺܾܽ ൅ ܾܿሻ cos ݔ cos ݕ cos ݖ ൌ sin ݔ sin ݕ cos ݖ ൅ sin ݕ sin ݖ cos  ݔ

ൌ sin ݕ sinሺݔ ൅  ሻݖ
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នងិ 
ሺܿܽ െ 1ሻ cos ݔ cos ݕ cos ݖ ൌ sin ݖ sin ݔ cos ݕ െ cos ݔ cos ݕ cos  ݖ

ൌ െ cos ݕ cosሺݔ ൅   ሻݖ
 

ដេូចនះេយើងទញបន 
ሾሺܾܽ ൅ ܾܿ ൅ ܿܽ െ 1ሻ cos ݔ cos ݕ cos ሿଶݖ ൌ ሾsin ݕ sinሺݔ ൅ ሻݖ െ cos ݕ cosሺݔ ൅  ሻሿଶݖ

ൌ cosଶሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻݖ ൑ 1  
 

251.   រេបៀបទ១ី 

ǂង ( ), , 2f x y z xy yz zx xyz= + + − ។ េយើងǕចសនមតថ 

0 1x y z≤ ≤ ≤ ≤  

េƽយ 1x y z+ + =  េនះ 1
3

x ≤ ។ ដេូចនះ 

 ( ) ( ), , 1 3 0f x y z x yz xyz zx xy= − + + + ≥  
ǂមវសិមភពកូសីុ េយើងទញបន 

 

2 2
1

2 2
y z x

yz
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎟ ⎟⎜ ⎜≤ =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

េƽយ 1 2 0x− ≥  េនះ 

 ( ) ( ) ( ), , 1 2f x y z x y z yz x= + + −  

( ) ( )
2

1
1 1 2

2
x

x x x
⎛ ⎞− ⎟⎜≤ − + −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  

3 22 1
4

x x− + +
=

 
បនទ ប់មកេទៀត េយើង្រតវូរកតៃំលធបំំផុតរបស់អនគុមនមួ៍យអេថរ 

( ) ( )3 21
2 1

4
F x x x= − + +

 ែដល 1
0,
3

x
⎡ ⎤
⎢ ⎥∈
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

េយើងមន 
( ) 3 1

0
2 3

F x x x
⎛ ⎞⎟⎜′ = − ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  េលើ

1
0,
3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  េយើងទញបន 

   
( ) 1 7

3 27
F x F

⎛ ⎞⎟⎜≤ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  ចំេពះ្រគប់ 

1
0,
3

x
⎡ ⎤
⎢ ⎥∈
⎢ ⎥⎣ ⎦ ។ 

រេបៀបទី២ 

េយើងបំែលងវសិមភពេទជអូមូ៉ែសន េƽយ 
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( )( ) ( )37

0 2
27

xy yz zx x y z xyz x y z≤ + + + + − ≤ + +
 

វសិមភពខងេឆ្វងសមមូលនងឹ 

 

2

sym

0 xyz x y≤ + ∑
 ពតិ 

វសិមភពខងǒ្ត សំមមូលនងឹ 

 

3 2

cyclic sym

7 15 6 0x xyz x y+ − ≥∑ ∑
 

េƽយ 

 

3 2

cyclic sym

7 15 6x xyz x y+ −∑ ∑
 

3 2

cyclic sym

2 x x y
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ 3 2

cyclic sym

5 3xyz x x y
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑
 

ដេូចនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

   

3 2

cyclic sym

2 x x y≥∑ ∑
 នងិ 

3 2

cyclic sym

3xyz x x y+ ≥∑ ∑
 

បនេហើយ។ េយើងមន 

 
( ) ( )3 2 3 3 2 2

cyclic sym cyclic cyclic

2 x x y x y x y xy− = + − +∑ ∑ ∑ ∑
 

    
( )3 3 2 2

cyclic

0x y x y xy= + − − ≥∑
 

    
( ) ( )( )2 2

cyclic

x x y y x y= − − −∑
 

    
( ) ( )2

cyclic

0x y x y= − + ≥∑
 

វសិមភពទ២ី សមមូលនងឹ 

 ( )( )
cyclic

0x x y x z− − ≥∑  ពតិ ǂមវសិមភពឈួរករណី 1r = ។ 

252. េយើងមន 

൬1 ൅
ݔ
൰ݕ ቀ1 ൅

ݕ
ቁݖ ቀ1 ൅

ݖ
ቁݔ ൌ 2 ൅

ݔ
ݕ ൅

ݔ
ݖ ൅

ݕ
ݔ ൅

ݕ
ݖ ൅

ݖ
ݔ ൅

ݖ
 ݕ

ൌ ൬
ݔ
ݕ ൅

ݔ
ݖ ൅ 1൰ ൅ ቀ

ݕ
ݔ ൅

ݕ
ݖ ൅ 1ቁ ൅ ൬

ݖ
ݔ ൅

ݖ
ݕ ൅ 1൰ െ 1 

൒ 3ቌඨ
ଶݔ

ݖݕ
ଷ

൅ ඨݕ
ଶ

ݖݔ
ଷ

൅ ඨ
ଶݖ

ݕݔ
ଷ

ቍ െ 1 
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ൌ 3ቆ
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ
ඥݖݕݔଷ ቇ െ 1 

ൌ 2ቆ
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ
ඥݖݕݔଷ ቇ ൅ ቆ

ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ
ඥݖݕݔଷ ቇ െ 1 

൒ 2ቆ
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ
ඥݖݕݔଷ ቇ ൅ 3ቆ

ඥݖݕݔଷ

ඥݖݕݔଷ ቇ െ 1 

ൌ 2ቆ
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ
ඥݖݕݔଷ ቇ ൅ 2 

ൌ 2ቆ1 ൅
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ
ඥݖݕݔଷ ቇ 

253. ǂង ܽ ܾ⁄ ൌ ;݌ ܾ ܿ⁄ ൌ ݀ ។ ដេូចនះ ݍ ܿ⁄ ൌ ܽ ܾ⁄ ൌ ;݌ ܽ ݀⁄ ൌ ܾ ܿ⁄ ൌ  ។ េយើងមន ݍ

݌ ൅ ݍ ൅
1
݌ ൅

1
ݍ ൌ 4      ሺ1ሻ 

ܽ
ܿ ൅

ܾ
݀ ൅

ܿ
ܽ ൅

݀
ܾ ൌ ݍ݌ ൅

݌
ݍ ൅

ݍ
݌ ൅

1
ݍ݌ ൌ ൬݌ ൅

1
൰݌ ൬ݍ ൅

1
 ൰ݍ

លកខខណ្ឌ  ܽ, ܾ, ܿ, ݀ ជចំននួពតិខុសគន  នេំǕយ ݌ ് 1; ݍ ്; ݍ݌ ് 1 ។  
េបើ ݌ ൐ 0; ݍ ൐ 0 េនះ  

݌ ൅
1
݌ ൒ 2; 

ݍ ൅
1
ݍ ൒ 2 

(1) នេំǕយ ݌ ൅ 1 ⁄݌ ൌ 2; ݍ ൅ 1 ⁄ݍ ൌ 2   ฺ ݌ ൌ ݍ ൌ 1 ផទុយពសីមមតកិមម។ ដេូចនះ្រតវូមនមួយ

កនងុចំេនម ݌; ݌ ជចំននួអវជិជមន សនមតថ ݍ ൏ 0 ។ ដេូចនះ 

݌ ൅
1
݌ ൑ െ2 

ሺ1ሻ ฺ ݍ ൅
1
ݍ ൒ 6; ൬݌ ൅

1
൰݌ ൬ݍ ൅

1
൰ݍ ൑ െ12 

សញញ េសមើេកើតមនេពល ݌ ൌ െ1; ݍ ൅ 1 ⁄ݍ ൌ 6 ฺ ݍ ൌ 3 േ 2√2 ។ 
យក ܿ ൌ 1; ௗ

௖
ൌ ݌ ൌ െ1 ฺ ݀ ൌ െ1 ។ យក ݍ ൌ 3 െ 2√2 េយើងទញបន 

ܾ
ܿ ൌ ݍ ൌ 3 െ 2√2 ฺ ܾ ൌ 3 െ 2√2 

ܽ
ܾ ൌ െ1  ฺ ܽ ൌ െ3 ൅ 2√2 

ដេូចនះតៃំលធបំំផុតេសមើ െ12 ។ តៃំលធបំំផុតេនះេកើតមន ឧទហរណ៍េន្រតង់ចំនចុ 
ܽ ൌ െ3 ൅ 2√2; ܾ ൌ 3 െ 2√2; ܿ ൌ 1; ݀ ൌ െ1 
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254.  សនមតថ ܽ ൑ ܾ ൑ ܿ ។ េយើងមន ܿ ൏ ܽ ൅ ܾ  ฺ 2ܿ ൏ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൌ 2  ฺ ܿ ൏ 1 ។  
ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൅ 2ܾܽܿ ൌ ሺܽ ൅ ܾ ൅ ܿሻଶ െ 2ሺܾܽ ൅ ܾܿ ൅ ܿܽሻ ൅ 2ܾܽܿ 

ൌ 4 െ 2ሺܾܽ ൅ ܾܿ ൅ ܿܽሻ ൅ 2ܾܽܿ 
2 െ 2ሺ1 െ ܽሻሺ1 െ ܾሻሺ1 െ ܿሻ ൌ 4 െ 2ሺܾܽ ൅ ܾܿ ൅ ܿܽሻ ൅ 2ܾܽܿ 

 

ដេូចនះ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൅ 2ܾܽܿ ൌ 2 െ 2ሺ1 െ ܽሻሺ1 െ ܾሻሺ1 െ ܿሻ ൏ 2 េ្រពះ ܽ ൏ 1; ܾ ൏ 1; ܿ ൏ 1 ។ 
េƽយ ܽ ൑ ܾ ൑ ܿ ൏ 1 េនះ 1 െ ܽ, 1 െ ܾ, 1 െ ܿ ជចំនួនវជិជមន។ ǂមវសិមភពកូសុី េយើងទញ

បន 
ሺ1 െ ܽሻ ൅ ሺ1 െ ܾሻ ൅ ሺ1 െ ܿሻ

3 ൒ ඥሺ1 െ ܽሻሺ1 െ ܾሻሺ1 െ ܿሻଷ  

ฺ ሺ1 െ ܽሻሺ1 െ ܾሻሺ1 െ ܿሻ ൑
1
27 

ฺ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൅ 2ܾܽܿ ൒ 2 െ
2
27 ൌ

52
27  

សញញ េសមើេកើតមនេពល ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ ។ 

255.   ក) យក m
p

m n
=

+
 នងិ n
q

m n
=

+
 ែដល ,m n  ជចំននួគត់វជិជមន។ វសិមភព

សមមូលនងឹ 

 

m n m nma nb
a b

m n

++
≥

+  ពតិ ǂមវសិមភពកូសីុ។ 

ខ) េយើងេ្រជើសេរ ើសស្វុីតៃនចំននួសនទិន 1 2 3, , ,a a a " ែដល lim n
n

a p
→∞

= ។  

ǂង 1i ib a= −  េយើងទញបន lim n
n

b q
→∞

= ។ 

ǂម្រទឹស្តបីទខងេលើ េយើងទញបន 

 
n nn b

n na x b y x y+ ≥  
⇒  lim lim n nn b

n n
n n

a x b y x y
→∞ →∞

+ ≥  

⇒  p qpx qy x y+ ≥  
គ) ǂមវសិមភពយិនសិន េយើងមន 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1ln ln lnn n n nx x x xα α α α+ + ≥ + +" "  

    
( )1
1ln n

nx x
α α= "

 

ឃ) ǂង 

1 1

1 1

;
n np q

p q
i i

i i

u a v b
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ។ ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន 

 

1 1
p p

i i i ia b a b

u v p u q v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟× ≤ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
េƽយបូកអងគនងឹអងគៃនវសិមភពខងេលើ រចួេហើយគុណនងឹ uv  េយើងទញបនវសិមភពហូលឌរ័។ 
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សំគល់ 

េបើ 2p q= =  វសិមភពេនះ ក្ល យជវសិមភពកូសុី-ស្វ័ស៌ 

 

256.   ǂង 0q >  ែដល 1 1
1

p q
+ =  ⇒  ( )1p q p− = ។ ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន 

 
p

i ix y+  
1p

i i i ix y x y
−

= + × +  

   
1 1p p

i i i i i ix x y y x y
− −

≤ + + +  
បូកអងគនងឹអងគ េយើងទញបន 

 

1 1

1 1 1

n n n
p p p

i i i i i i i i
i i i

x y x x y y x y
− −

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ ≤ + + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ ∑
 

ǂមវសិមភពហូលឌរ័ េយើងមន 

 

1

1

n
p

i i i
i

x x y
−

=

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑
 ( )

1 1
1

1 1

p qn n
p p q
i i i

i i

x x y
−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

     

1 1

1 1

p qn n
p p
i i i

i i

x x y
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

 
ដចូគន  

 

1

1

n
p

i i i
i

y x y
−

=

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑
 

1 1

1 1

p qn n
p p
i i i

i i

y x y
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

ដេូចនះ 

 1

n
p

i i
i

x y
=

+∑
 

1 1 1

1 1 1

p p qn n n
p p p
i i i i

i i i

x y x y
= = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟≤ + +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  

⇒  

1 1

1

qn
p

i i
i

x y

−

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  

1 1

1 1

p pn n
p p
i i

i i

x y
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

⇒  

1 1 1

1 1 1

p p pn n n
p p p

i i i i
i i i

x y x y
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟+ ≤ +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  
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257.   ǂង 

( ) ( ) ( ) ( )

4 3 4 3

1 3 1 32 3 2 34 3 4 32 2 2 2

x y
S

x x y x z y y z y x

= +
+ + + + + +

 

( ) ( )

4 3

1 3 2 34 3 2 2

z

z z x z y

+
+ + +

 

 
3 3 3, ,x a y b z c= = =  

ǂមវសិមភព ហូលឌរ័ េយើងមន 

 ( ) ( )
1 3 2 32 2x y x z+ +

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 3 2 33 3 3 2 3 22 2 2 2a b c a

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
2 2 2 2a c b a≥ +  

 ( ) ( )2 3 2 3
xy xz= +  

⇒  

( ) ( )

4 3

1 3 2 34 3 2 2

x

x x y x z+ + + ( ) ( )

4 3

2 3 2 34 3

x

x xy xz
≤

+ +
 

     

2 3

2 3 2 3 2 3

x

x y z
=

+ +  
ǂមរេបៀបដចូគន  បនទ ប់មកបូកអងគនងឹអងគៃនវសិមភពបញចូលគន  េយើងទញបន 1S ≤ ។ 

258.   េយើងមន , , ,a b c d ∈ \ ។ ǂង s a b c d= + + + ។ ǂមវសិមភពមិនកូវសគី 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3S a b c= + + − + +  

   ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3b c d+ + + − + +  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 4 6a b b c c d≥ + + + + − + + +  

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 2 3S c d a= + + − + +   

 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3d a b+ + + − + +  

 ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 4 6c d d a a b≥ + + + + − + + +  

1 2S S S= + ( ) ( ) ( )2 2 2
4 2 8 12s s s≥ + + − + +  

  
24 288 288 12 2s= + ≥ =  

ចំេពះ 0a b c d= = = =  េយើងមន 12 2S = ។ ដេូចនះតៃំលតចូបំផុតរបស់ S  គ ឺ12 2 ។ 

259.   ក) ǂង ݔ ൌ tanܣ , ݕ ൌ tanܤ , ݖ ൌ tanܥ ែដល 0 ൏ ,ܣ ,ܤ ܥ ൏ గ
ଶ
។ លកខខណ្ឌ សមមូលនងឹ 

tanܣ ൅ tanܤ ൅ tanܥ ൌ tanܣ tanܤ tanܥ 
ฺ ܤ൅ܣ ൅ ܥ ൌ  ߨ

នងិេƽយ 
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tanܣ
√1 ൅ tanଶ ܣ

ൌ sinܣ 

វសិមភពែដលេǕយសមមូលនងឹ 

sin ܣ ൅ sinܤ ൅ sin ܥ ൑
3√3
2

 

អនគុមន ៍ݕ ൌ sin ;ជអនគុមនេ៍ប៉ងេលើ ቂ0 ݔ గ
ଶ
ቃ។ ដេូចនះ ǂមវសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

sin ܣ ൅ sinܤ ൅ sin ܥ
3 ൑ sin

ܣ ൅ ܤ ൅ ܥ
3 ൌ

√3
2  

នេំǕយវសិមភពពតិ។  

ខ) ǂង ݔ ൌ tan ஺
ଶ
; ݕ ൌ tan ஻

ଶ
; ݖ ൌ tan ஼

ଶ
 ែដល 0 ൏ ,ܤ,ܣ ܥ ൏ గ

ଶ
 ។ លកខខណ្ឌ សមមូលនងឹ 

tan
ܣ
2
tan

ܤ
2
൅ tan

ܤ
2
tan

ܥ
2
൅ tan

ܣ
2
tan

ܥ
2
ൌ 1 

ฺ ܣ   ൅ ܤ ൅ ܥ ൌ  ߨ
វសិមភពសមមូលនងឹ 

tanܣ ൅ tanܤ ൅ tanܥ ൒ 3√3 
ពតិǂមវសិមភពយិនសិន។ 

260.   ǂង ݔ௡ ൌ tanܽ௡ ែដល 0 ൏ ܽ௡ ൏
గ
ଶ
 ។ េយើងមន 

௡ାଵݔ ൌ tanܽ௡ ൅ ඥ1 ൅ tanଶ ܽ௡ ൌ tan ቀ
ߨ
4 ൅

ܽ௡
2 ቁ 

េយើងទញបន ܽ௡ ൌ
గ
ଶ
െ గ

଺.ଶ೙షభ
  ។ ដេូចនះ ݔ௡ ൌ cot ௡ߠ ௡ ែដលߠ ൌ

గ
଺.ଶ೙షభ

 ។ ដចូគន េយើងទញបន 

௡ݕ ൌ tan ௡ݕ௡ݔ ௡ ។ ដេូចនះߠ2 ൌ
ଶ

ଵି୲ୟ୬మ ఏ೙ 
  ។ េƽយ 0 ൏ ௡ߠ ൏

గ
ସ
 េនះេយើងមន 0 ൏ tanଶ ௡ߠ ൏ 1 

នងិ ݔ௡ݕ௡ ൐ 2។ ចំេពះ ݊ ൐ 1 េយើងមន ߠ௡ ൏
గ
଺
 ដេូចនះ tanଶ ௡ߠ ൏

ଵ
ଷ
 នងិ ݔ௡ݕ௡ ൏ 3 ។ 

 

261.   ǂង ௡ܶ ជពហុធChebyshev ទ ី݊ ។ េយើងដងឹថ ௡ܶሺcos ሻݔ ൌ cos នងិ ௡ܶ កនំត់ ݔ݊

េƽយ ௡ܶାଵሺݔሻ ൌ ݔ2 ௡ܶሺݔሻ െ ௡ܶିଵሺݔሻ, ଴ܶሺݔሻ ൌ 1  នងិ ଵܶሺݔሻ ൌ  ។ ដេូចនះេមគុណធរំបស់ ௡ܶ ݔ

េសមើនងឹ 2௡ିଵ ចំេពះ ݊ ൒ 1 ។ 

េ្របើរបូមន្តǕងំែទរបូ៉ǔសយុងរបស់Lagrange េទេលើពហុធដេឺ្រកទ ី ௡ܶିଵሺݔሻ នងិចំេពះចំនចុ

,ଵݔ ڮ,ଶݔ ,  ௡  េយើងមនݔ

௡ܶିଵሺݔሻ ൌ ෍ ௡ܶିଵሺݔ௞ሻሺݔ െ ڮଵሻݔ ሺݔ െ ݔ௞ିଵሻሺݔ െ ڮ௞ାଵሻݔ ሺݔ െ ௡ሻݔ
ሺݔ௞ െ ڮଵሻݔ ሺݔ௞ െ ௞ݔ௞ିଵሻሺݔ െ ڮ௞ାଵሻݔ ሺݔ௞ െ ௡ሻݔ

 
௡

௞ୀଵ

 

ផទមឹេមគុណធ ំេយើងទញបន 

2௡ିଶ ൌ ෍ ௡ܶିଵሺݔ௞ሻ
ሺݔ௞ െ ڮଵሻݔ ሺݔ௞ െ ௞ݔ௞ିଵሻሺݔ െ ڮ௞ାଵሻݔ ሺݔ௞ െ ௡ሻݔ

௡

௞ୀଵ

 

េយើងយក ߠ௞ ែដល cos ௞ߠ ൌ | ௞ ។ ដេូចនះݔ ௡ܶିଵሺݔ௞ሻ| ൌ | cosሺ݊ െ 1ሻߠ௞| ൑ 1 ។ ដេូចនះ 

2௡ିଶ ൑ ෍
| ௡ܶିଵሺݔ௞ሻ|

ሺݔ௞ െ ڮଵሻݔ ሺݔ௞ െ ௞ݔ௞ିଵሻሺݔ െ ௞ݔሺڮ௞ାଵሻݔ െ ௡ሻݔ

௡

௞ୀଵ
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ൌ෍
1
௞ݐ

௡

௞ୀଵ

 

នេំǕយវសិមភពពតិ។ 

 

262.    ែចកអងគទំងពរីៃនវសិមភពនងឹ 4 េយើងទញបន 

ቮ
ܽ
2
ඨ1 െ ൬

ܾ
2൰

ଶ

െ
ܾ
2
ඨ1 െ ቀ

ܽ
2ቁ

ଶ
ቮ ൑

1
2 

េយើងជំនសួ ௔
ଶ
ൌ sin នងិ ௕ ݔ

ଶ
ൌ sin  ។ វសិមភពេ្រកយេនះេទជ ݕ

|sinሺݔ െ |ሻݕ ൌ |sin ݔ cos ݕ െ sin ݕ cos |ݔ ൑ sin
ߨ
6        ሺכሻ 

េយើងចង់បន ݐଵ នងិ ݐଶ ែដល sin ଵݐ ൌ
√ଶି√଺

ସ
 នងិ  sin ଶݐ ൌ

√ଶା√଺
ସ

 ។ 

េយើងទញបន cos ଵݐ2 ൌ 1 െ 2 sinଶ ଵݐ ൌ 1 െ ଼ିସ√ଷ
଼

ൌ √ଷ
ଶ
ൌ cos ቀേ గ

଺
ቁ នងិ cos ଶݐ2 ൌ െ √ଷ

ଶ
ൌ

cos ହగ
଺

 ។ េ្រពះ ݕ ൌ sin ជអនគុមនមួ៍យទល់មួយព ីቂെ ݔ గ
ଶ
; గ
ଶ
ቃ េទ ሾെ1; 1ሿ េនះ ݐଵ ൌ െ గ

ଵଶ
 នងិ 

ଶݐ ൌ
ହగ
ଵଶ

 ។ 

េយើងែចកចេន្ល ះ  ቂെ గ
ଵଶ
; ହగ
ଵଶ
ቃ ជចេន្ល ះƽច់បី ែដលនមួិយៗមន្របែវង గ

଺
 គ ឺܫଵ ൌ ቂെ గ

ଵଶ
; గ
ଵଶ
ቁ,ܫଶ ൌ

ቂ గ
ଵଶ
; గ
ସ
ቁ  នងិ ܫଷ ൌ ቂగ

ସ
; ହగ
ଵଶ
ቃ។ អនគុមន ៍ݕ ൌ 2 sin អនវុត្តចំេពះចេន្ល ݔ ះ ܫଵ, ,ଶܫ ଷ មនរបូភពមួយគត់ܫ

េលើចេន្ល ះ ܫଵᇱ ൌ ቂ√ଶି√଺
ଶ

; 2 sin గ
ଵଶ
ቁ , ଶᇱܫ ൌ ቂ2 sin గ

ଵଶ
; √2ቁ , ଷᇱܫ ൌ ቂ√2; √ଶା√଺ଶ

ቃ  េរៀងគន ។ ǂម

េគលករណ៍រនធ្រពប ចេន្ល ះមួយៃន ܫଵᇱ , ଶᇱܫ , ଷᇱܫ  មនចំននួពរីៃនចំននួែដលេǕយចំននួបួន ǂងេƽយ ܽ 

នងិ ܾ។ េយើងទញបន ចេន្ល ះមួយកនងុចំេនម ܫଵ, ,ଶܫ ܽ ែដល ݕ នងិ ݔ ଷ មនចំននួពតិܫ ൌ 2 sin  នងិ ݔ

ܾ ൌ 2 sin ។ េƽយចេន្ល ݕ ះ  ܫଵ, ,ଶܫ ଷ  មនរង្វܫ ស់េសមើ గ
଺
 ដចូគន  េនះ |ݔ െ |ݕ ൑ గ

଺
 ។ េយើងទញបន

វសិមភព(*) ពតិ។ 

  

263.   ចំេពះ 1n =  សំេនើខងេលើពតិ។ 

ចំេពះ 2n =  Ǐជនយិមនយ័របស់ភពផត។ សនមតថពតិរហូតដល់ n ។ 

េយើងមន  

 

1

1 1
1 1

n n

k k k k n n
k k

x x xλ λ λ
+

+ +
= =

= +∑ ∑
 ( )1 1 11 n n ny xλ λ+ + += − +  

ែដល 111

n
k

k
nk

y x
λ

λ +=
=

−∑
 នងិ 11

1
1

n
k

nk

λ

λ +=
=

−∑
 ។ ដេូចនះ 

 

1

1

n

k k
k

f xλ
+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

  ( ) ( ) ( )1 1 11 n n nf y f xλ λ+ + +≤ − +  
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( )1 1

1

n

k k n n
k

f x f xλ λ + +
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 
264. េបើ្រគប់ ia  េសមើគន ទំងអស់ េនះអនគុមន ៍M  េថរេលើ ∗\ ។ ឥលូវេនះ េយើងសនមតថ បǁ្ត  

ia  មិនេសមើគន ទំងអស់េទ។ 

េយើងមន  

( )( )
( )

1

1
ln ln

n

i i
i

f
M aα

α
α λ

α α=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

េយើងមន 0
lim 1ia

α
α→

=
 ចំេពះ្រគប់ 0ia >  ដេូចនះ 

( )
0

lim 0f
α

α
→

=
។ 

ម៉យងវញិេទៀត េƽយ ( )
( )

1

1

ln
n

i i i
i

n

i i
i

a a

f

a

α

α

λ

α

λ

=

=

′ =
∑

∑
 នេំǕយ 

 

( )
( )

( )1

0 1

1

ln

lim ln

n

i i n
i

i in
i

i
i

a

f a
α

λ

α λ

λ

=
→ =

=

′ = =
∑

∑
∑

1

ln i
n

i
i

a
λ

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏  

ǂមកបួន អូពǂីល់ េយើងទញបន ( )( )
0 1

lim ln ln i
n

i
i

M a
λ

α
α

→ =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏  

⇒  ( )
0 1

lim i
n

i
i

M a
λ

α
α

→ =
= ∏  

ដេូចនះ េƽយយក ( )
1

0 i
n

i
i

M a
λ

=
= ∏  េយើងបន្ល យM  េƽយភពជប់្រតង់ 0 ។ 

ក) ករណី 1α >  

អនគុមន ៍ ( )f x xα=  ផតƽច់ខតេលើ +∗\ ។ ដេូចនះ 
1 1

n n

i i i i
i i

a a

α

αλ λ
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟> ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ ។ វសិមភពេនះ 

ƽច់ខត េ្រពះ បǁ្ត ia  មិនេសមើគន ទំងអស់េទ។ 

ដេូចនះ 
( ) ( )

1

1 1

1
n n

i i i i
i i

M a a M

α

αα λ λ
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= > =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑
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ខ) ករណី ,α β ∈ \  

ករណីទ១ី: 0 α β< <  

ǂង / 1t β α= > ។ ចំេពះ្រគប់ { }1, ,i n∈ "  េយើងǂង i ib aα= ។ ǂម ក) េយើងមន 

 

1

1 1

tn n
t
i i i i

i i

b bλ λ
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ >⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  
1 1

n n

i i ii
i i

a a

α β
β αλ λ

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ >⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑  

⇒  ( ) ( )M Mβ α>  

ករណីទ២ី: 0α β< <  

ǂង 1t
α
β

= > ។ ចំេពះ្រគប់ { }1, ,i n∈ "  េយើងǂង i ib aβ= ។ ǂម ក) េយើងមន 

 

1

1 1

tn n
t
i i i i

i i

b bλ λ
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ >⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  
1 1

n n

i i i i
i i

a a

β α
βαλ λ

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ >⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑  

⇒  ( ) ( )M Mβ α>  

 

ដេូចនះ អនគុមន ៍M  េកើនƽច់ខតេលើ ,+∗ −∗\ \  េហើយជប់្រតង់ 0 ។ ដេូចនះ Ǐេកើនƽច់ខតេលើ \ ។ 

សំគល់ 

ចំេពះ 0α >  

ǂមលកខណៈសីុេម្រទី េយើងǕចសនមតថ { }1 1 2max , , , na a a a= " ។ 

ដេូចនះ  

( )( ) 1
11 1

1 1
ln ln ln

n n
i

i i i
i i

a
M a a

a

α
α αα λ λ

α α= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎟⎜⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎟= = ⎜ ⎜⎜ ⎟⎟⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎟⎟⎜⎟ ⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  ( )( ) ( )1
11

1
ln ln ln

n
i

i
i

a
M a

a

α

α λ
α =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟= + ⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  

ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន 
1

0 1ia

a
< ≤ ។ ដេូចនះ 

1

0 1ia

a

α⎛ ⎞⎟⎜ ⎟< ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
។ 
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េហើយ 
1

1 11 2 1

1
n n n

i i
i i i

i i i

a a

a a

α α

λ λ λ λ
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= + ≤ =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

 ។ 

ដេូចនះ  

( )1
11

ln 1
ln 0

n
i

i
i

a

a

αλ
λ

α α =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟≤ ≤⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 
⇒  ( )( ) ( )1lim ln lnM a

α
α

→+∞
=  

⇒  ( ) { }1 2lim max , , , nM a a a
α

α
→+∞

= "  

ចំេពះ 0α <  

េលើកេនះេយើងសនមតថ { }1 1 2min , , , na a a a= " ។ ដចូខងេលើ េយើងមន 

 

( )( ) ( )1
11

1
ln ln ln

n
i

i
i

a
M a

a

α

α λ
α =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟= + ⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

ែដល 1
1ia

a
≥

 ចំេពះ្រគប់ i ។ ដេូចនះ 1

0 1ia

a

α⎛ ⎞⎟⎜ ⎟< ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ។ 

ǂមវចិរដចូករណីខងេលើ េយើងទញបន 

 
( ) { }1 2lim min , , , nM a a a

α
α

→−∞
= "

 
 

ដេូចនះ 

( ) { }1 2lim max , , , nM a a a
α

α
→+∞

= "
 

( ) { }1 2lim min , , , nM a a a
α

α
→−∞

= "
 

េហើយេƽយអនគុមន ៍M  េកើនƽច់ខតេលើ \  ដេូចនះ ចំេពះ្រគប់ α ∈ \  េគមន 

 { } ( ) { }1 1min , , max , ,n na a M a aα< <" "  
265.  

266.   
2 2 2

1 1 1 1

3
a b c
a b c

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 

  

2
1 1 1 1

3 3

a b c

a b c

⎛ ⎡ ⎤ ⎞+ + ⎟⎜ ⎢ ⎥≥ + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦  

  

2
1 1 1 1 1

3 3 a b c

⎛ ⎛ ⎞⎞⎟⎟⎜ ⎜= + + + ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎟⎜ ⎜⎝ ⎝ ⎠⎠  
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  ( )

2

1 3

1 1

3 abc

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜≥ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  ǂមវសិមភពកូសុី 

  

2
1 3

3 a b c

⎛ ⎞⎟⎜≥ + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ +  ǂមវសិមភពកូសុី 

  

2
1 100
3

3 9

⎛ ⎞⎟⎜≥ + =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

⇒  
2 2 2
1 1 1 100

3
a b c
a b c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + + + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

267.   ǂង tan , tan , tana x b y c z= = = ។ ដេូចនះ , ,x y z  ជមំុកនងុៃន្រតេីកណ្រសចួមួយ។ 

េយើងមន 

 
3

cos cos cos
2

x y z+ + ≤
 

វសិមភពេនះពតិ ǂមវសិមភពយិនសិន។ 

េយើងមនសមភពេពល 3a b c= = = ។ 

268.   េយើងមន 

 

1 2
2 2 21 2 3 1 2 3

6 6 6 6 6 6
a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜+ + ≤ + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

⇒  
( )
2 2 2

2 3
6

2 3

a b c

a b c

+ +
≤

+ +
 

269.   ǂមវសិមភពមធយមនព្វន្តធរណីម្រតមនេមគុណ េយើងទញបន 

 
( ) ( )1 1p q p qp qa b
a b ab

p q
+ ≥ =

 
270.   អនគុមន ៍ ( ) 1 3

f x x=  ជអនគុមនេ៍ប៉ងេលើ 0,⎤ ⎡+∞⎦ ⎣ ។ ǂមវសិមភពយិនសិន េយើងមន 

 

1 31 3 1 3

2 2

a b a b⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  ⇒  ( )1 31 3 1 3

1 3

2

2
a b a b+ ≤ +  

អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែត នងិនេំǕយ a b= ។ 

ដេូចនះចំននួេថរ M  តូចបំផុត គ ឺ 1 3

1 3

2
4

2
M = = ។   

271.   អនគុមន ៍ ( ) 1

1
f x

x
=

−
 ផតេលើ 1,⎤ ⎡+∞⎦ ⎣ ។ េƽយ 

1

1
n

i
i

x
=

=∑  េនះបǁ្ត  ix  Ǖច

េ្របើជេមគុណកនងុវសិមភពយិនសិនបន។ ដេូចនះ 
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1 2

1

1

1
1

n
i

ni i
i

i

x

x
x

=

=

≥
−

−

∑
∑

 
ǂមវសិមភពកូសីុស្វ័ស៌ េយើងមន 

 

2

2

1 1

1 1
n n

i i
i i

x x
n n= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  
1

1

11 1 1

n
i

i i

x n

nx n=
≥ =

−− −
∑  

អងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

nx x x
n

= = = =" ។ 

272.   េបើ 0n ≥  អនគុមន ៍ ( ) nf x x=  ជអនគុមនផ៍តេលើ +∗\ ។ ដេូចនះ 

 

1 1
1 1 2

2

nn n a b b aa b

b a

⎛ ⎞+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠  

    

1
2 1

2

n
a b

b a

⎛ ⎛ ⎞⎞⎟⎟⎜ ⎜= + + ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎟⎜ ⎜⎝ ⎝ ⎠⎠  

ែតថ 
2

a b

b a
+ ≥

 េនះ 1 1
n n

a b

b a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 12 2 2n n+≥ × =  

េបើ 1n < −  ǂង 1p n= − >  

⇒   11 1 2
n n

na b

b a
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + + ≥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⇔   
( ) ( ) 1

1

2

p p

p p p

b a

a b a b
−

+ ≥
+ +

 

⇔  
2 2

pp pb a a b⎛ ⎞+ + ⎟⎜≥ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 វសិមភពេនះពតិ ǂមវសិមភពយិនសិន េƽយពនិតិយេលើភពេប៉ង

របស់អនគុមន ៍ ( ) pf x x=  េលើ *+\ ។ េយើងេឃើញថ អងគទំងពរីៃនវសិមភព េសមើគន  ទល់ែត នងិ

នេំǕយ { }0, 1n ∈ −  នងិ ,a b  យ៉ងេម៉ចកប៏ន រ ឺ { }0, 1n ∉ − នងិ a b= ។ 

273.   េយើងេឃើញថវសិមភពខងេលើេនដែដល េបើេយើងជំនួស ( ), ,a b c  េƽយ ( ), ,a b cα α α  

(វសិមភពអូមូ៉ែសន)។ ដេូចនះ េយើងǕចសនមតថ 1a b c+ + = (*)។ 

អនគុមន ៍ ( ) 1
f x

x
=  ជអនគុមនផ៍ត ដេូចនះǂមវសិមភពយិនសិន នងិ (*) េយើងទញបន 

 
2 2 2

a b c

a bc b ca c abλ λ λ
+ +

+ + +  
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  ( ) ( ) ( )2 2 2

1

a a bc b b ca c c abλ λ λ
≥

+ + + + +
 

ដេូចនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 
( ) ( ) ( )2 2 2 1

9
a a bc b b ca c c ab

λ
λ λ λ

+
+ + + + + ≤

 
⇔  3 3 3 1

3
9

a b c abc
λ

λ
+

+ + + ≤  

េយើងមន 

 
3 2 3a b c+ +  ( )3a b c= + +  

( )2 2 2 2 2 23 2a b a c ab ac b c bc abc− + + + + + +
 

ǂម(*) េយើងទញបន 

 
3 3 3 3a b c abcλ+ + +  

 ( )2 2 2 2 2 21 3 a b a c ab ac b c bc= − + + + + +
( )3 2 abcλ+ −  

 ( )1 3 6 3 2abc abcλ≤ − × + −  (វសិមភពកូសុី) 

 ( )1 3 8 abcλ= + −  

 ( )
3

1 3 8
3

a b c
λ

⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
(វសិមភពកូសុី នងិ េƽយǒរ 8λ ≥ ) 

 
8 1

1
9 9

λ λ− +
= + =

 ពតិ 

សមភពេកើតមនេពលវសិមភពកូសីុេទជសមភព មននយ័ថ a b c= = ។ 

274.   ǂង 

( ) ( )( )( )1 1 1
1 1 1

a b c
f a a b c

b c c a a b
= + + + − − −

+ + + + + +  
េƽយចត់ទុកថ ,b c  ជចំននួេថរ។ េយើងេឃើញថ f  ជអនគុមនផ៍តេធៀបនងឹ a  ដេូចនះ តៃំលធបំំផុត

របស់Ǐ គេឺន្រតង់ 0a =  រ ឺ 1a = ។ ǂមវចិរដចូគន  េយើងទញបនថ f  មនតៃំលធបំំផុត េន្រតង់

ចំនចុមួយ (រេឺ្រចើនជងមួយ) កនងុចំេនម្រតធីតុ( ), ,a b c ចំននួ្របបីំ ែដល { }, , 0,1a b c ∈ ។ េយើង

ពនិតិយេឃើញថ ចំេពះ្រតធីតនុមួិយៗ តៃំលរបស់អនគុមន ៍ f  េសមើ 1។ ដេូចនះវសិមភពពតិ។ 

275.   េƽយអនគុមន ៍ ( ) tf x x=  ផតេលើ +\  េនះǂមវសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

 1 1

1 1 1
ttn n

i i
i ii i

a n a
na a

α α
β β

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟+ ≥ +⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

  (*) 
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   1 1

1 1 1
tn n

i
i i i

n a
n n a

α
β

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 
ែត 

ក)េƽយ 1α ≥  េនះអនគុមន ៍ ( )f x xα=  ផតេលើ +\  ដេូចនះ េយើងទញបន 

1 1

1 1 1
n n

i i
i i

a a
n n n

α

α
α

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

  
ខ) េƽយ 0β >  េនះអនគុមន ៍ ( )f x xα=  ផតេលើ +\  ដេូចនះ េយើងទញបន 

 

1

1

1 1
n

n
i i

i
i

n
n

n a
a

β

β
β

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ =⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑
∑

 
ǂម (*) ក) នងិ ខ) េយើងទញបន 

 1

1 1
t tn

i
i i

a n n
na

α β
β α

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ + ≥ +⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែត 1 2 na a a= = =" ។ េƽយ 
1

1
n

i
i

a
=

=∑  េនះ 

1 2
1

na a a
n

= = = =" ។ 

276.   អងគខងេឆ្វងជអនគុមនផ៍ត ចំេពះអេថរនមួិយៗ េƽយទប់អេថរេផƞងេទៀត។ Ǐមនតៃំល

ធបំំផុតេន្រតង់ចំនចុមួយៃនបញចធតុ( ), , , ,a b c d e ទំង32  ែដល { }, , , , ,a b c d e p q∈ ។ 

ǂង n  ជចំននួអេថរ ែដលេសមើ p  េហើយដេូចនះ 5 n−  អេថរេផƞងេទៀតេសមើ q  ែដល 

{ }0,1,2, 3, 4, 5n ∈ ។ ដេូចនះ េយើង្រតវូរកតៃំលធបំំផុតរបស់ 

 
( ) ( )( ) 5

5
n n

f n np n q
p q

⎛ ⎞− ⎟⎜= + − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
េយើងមន 

 
( ) ( ) ( )22 5 5

q p
f n n n n n

p q

⎛ ⎞⎟⎜= + − + − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠   

  
( ) ( ) ( )

2
22 5 2 5 5

p q
n n n n n n

q p

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + − + − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

  
( )

2

25 5
p q

n n
q p

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
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ដេូចនះ ( )f n  ធបំំផុត េបើ ( )
2

25 5
5

4 2
n n n

⎛ ⎞⎟⎜− = − − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 មនតៃំលធបំំផុត មននយ័ថ 2n =  រ ឺ

3n = ។ ដេូចនះ 
2

max 25 6
p q

f
q p

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
។ 

277.   ǂង 1 1
1
2nH n

= + + +"  នងិ ចំេពះ 1, ,i n= "  ǂង 1
i

niH
ω = ។ 

េយើងមន 0iω >  េហើយ 
1 1

1 1 1
1

n n

i n
n ni i

H
H i H

ω
= =

= = =∑ ∑ ។  

ǂង 

2 2
2

1 2
nx x

S x
n

= + + +"
។ េយើងមន 

 11

i
n n

ii
i i i

n ii

S
x x

H
ωω

==
= ≥∑ ∏

  
(ǂមវសិមភពមធយមនព្វន្តធរណីម្រតផƞំេមគុណ) 

   

1

1

nHn

i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏

 

ǂមវសិមភពកូសីុ 

1

1

1
1

n

i n
i

ii

n
x

x

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ =⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∏
∑

 

ដេូចនះ 1
n

S

H
≥  េហើយេសមើគន  េពល 1 2 1nx x x= = = =" ។ 

278.   អនគុមន ៍ ( ) 1

1 x
f x

e
=

+
 ផតេលើ +\  េ្រពះ ( )

( )

2

3
0

1

x x

x

e e
f x

e

−′′ = ≥
+

។ 

ចំេពះ 1, 2, ,i n= "  ǂង iy
ix e= ។ េƽយ 1ix ≥  េនះ 0iy ≥ ។ 

ǂមវសិមភពយិនសិន 

1 1

1 1 1 1

1 1i

n n

y
ii in x n e= =

=
+ +

∑ ∑

( )
1

11

1 2

1 1

1
1

n

i
i
y nn nx x x

e =

≥ =

∑ +
+

"

 

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2 nx x x= = =" ។ 

279.   េយើងǂង ݔଵ ൌ tanߙଵ , ଶݔ ൌ secߙଵ tanߙଶ នងិ 
௞ݔ ൌ sec ଵߙ sec ଶߙ … sec ௞ିଵߙ tanߙ௞ 
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េƽយ െగ
ଶ
൏ ௞ߙ ൏

గ
ଶ
, 1 ൑ ݇ ൑ ݊ ។ េយើងគួរកត់សំគល់ថករជំនសួេនះេ្រពះលំƽប់របស់ tan ឺ គ ߙ

ሺെ∞,∞ሻ នងិ sec  ខុសពសូីនយជនចិច។ ដេូចនះតួទី݇ របស់អងគខងេឆ្វងៃនវសិមភពេសមើនងឹ ߙ
sec ଵߙ … secߙ௞ିଵ tanߙ௞

1 ൅ tanଶ ଵߙ ൅ ൅ڮ secଶ ଵߙ … secଶ  ௡ିଵߙ tanଶ ௡ߙ
 

ൌ cos ଵߙ cos ଶߙ … cosߙ௞ sin  ௞ߙ
ដេូចនះវសិមភពែដលេǕយសមមូលនងឹ 

cos ଵߙ sin ଵߙ ൅ cos ଵߙ cos ଶߙ sin ଶߙ ൅ ൅ڮ cos ଵߙ cos ଶߙ … cosߙ௡ sin ௡ߙ ൏ √݊  
฻ ܿଵݏଵ ൅ ܿଵܿଶݏଶ ൅ ൅ڮ ܿଵܿଶ … ܿ௡ݏ௡ ൏ √݊ 

ែដល ܿ௜ ൌ cos ௜ݏ ௜ នងិߙ ൌ sin ௜ ចំេពះ 1ߙ ൑ ݅ ൑ ݊ ។ ចំេពះ2 ൑ ݅ ൑ ݊ េƽយǒរ ܿ௜ଶ ൅ ௜ଶݏ ൌ

cosଶ ௜ߙ ൅ sinଶ ௜ߙ ൌ 1 េយើងទញបនថ 
ܿଵଶܿଶଶ … ܿ௜ିଵଶ ௜ଶݏ ൅ ܿଵଶܿଶଶ … ܿ௜ିଵଶ ܿ௜ଶ ൌ ܿଵଶܿଶଶ … ܿ௜ିଵଶ  

ଵଶݏ  ฺ ൅ ܿଵଶݏଶଶ ൅ ൅ڮ ܿଵଶݏଶଶ … ܿ௡ିଶଶ ௡ିଵଶݏ ൅ ܿଵଶݏଶଶ … ܿ௡ିଵଶ ൌ 1    ሺכሻ 
ǂម(*) នងិǂមវសិមភពកូសីុǒ្វ ត េយើងទញបន 
ܿଵݏଵ ൅ ܿଵܿଶݏଶ ൅ ൅ڮ ܿଵܿଶ … ܿ௡ݏ௡ 

൑ ටݏଵଶ ൅ ܿଵଶݏଶଶ ൅ ൅ڮ ܿଵଶܿଶଶ … ܿ௡ିଶଶ ௡ିଵଶݏ ൅ ܿଵଶܿଶଶ … ܿ௡ିଵଶ  

. ටܿଵଶ ൅ ܿଶଶ ൅ ൅ڮ ܿ௡ିଵଶ ൅ ܿ௡ଶݏ௡ଶ 

ൌ ටܿଵଶ ൅ ܿଶଶ ൅ ൅ڮ ܿ௡ିଵଶ ൅ ܿ௡ଶݏ௡ଶ 

ൌ ඥcosଶ ଵߙ ൅ cosଶ ଶߙ ൅ ൅ڮ cosଶ ௡ିଵߙ ൅ cosଶ ௡ߙ sinଶ  ௡ߙ
൑ √݊ 
វសិមភពចុងេ្រកយ ក្ល យជសមភព េនេពលែដល 

cos ଵߙ ൌ cos ଶߙ ൌ ڮ ൌ cos ௡ିଵߙ ൌ cos ௡ߙ sin ௡ߙ ൌ 1 
សមភពេនះមិនǕចេទ េ្រពះ cos ௡ߙ sin ௡ߙ ൌ

ଵ
ଶ
sin ௡ߙ2 ൏ 1។ ដេូចនះ េយើងមនវសិមភព

ƽច់ខត។ 

280.   ǂង 
4
3

1
i

i

A x
=

= ∑  នងិ 3
i iA A x= −  ⇒  

4

1

1

3 i
i

A A
=

= ∑ ។ 

ǂមវសិមភពកូសីុ េយើងទញបន ( )1 33 3 3
1 2 3 4 2 3 4

1

1 1

3
A x x x x x x

x
≥ = = ។ ǂមរេបៀបដចូគន  

េយើងទញបន 1 1

3 i
i

A
x

≥  ចំេពះ 2, 3, 4i = ។ 

⇒  
4

1

1

ii

A
x=

≥ ∑   (១) 

ម៉យងវញិេទៀត ǂមវសិមភពមធយមលំƽប់ 3  នងិ 1  នងិ វសិមភពកូសីុ េយើងទញបន 

 

4
3

1

1 1

4 4 i
i

A x
=

= ∑
 

34

1

1

4 i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  
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24 4

1 1

1 1

4 4i i
i i

x x
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 

    

4

1

1

4 i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

  

េ្រពះ 
( )

4 1
41 2 3 4

1

1
1

4 i
i

x x x x x
=

≥ =∑
 

⇒  
4

1
i

i

A x
=

≥ ∑   (២) 

(១) នងិ (២)  ⇒
4 4 4
3

1 1 1

1
max , ,i i

ii i i

x x
x= = =

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪≥ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑ ∑  

281.   េបើមនចំននួǁមួយេសមើសូនយ ឧទហរណ៍ 0z =  េនះ វសិមភពសមមូលនងឹ 

( )6 6 3 3 3 38 2 9x y x y x y+ + ≥
 

ពតិ េហើយេសមើគន េពល 0x y z= = = ។ 

េបើ , , 0x y z >  េយើងមន 

 ( )( )( )2 2 29 x yz y zx z xy+ + +
 

   
( )( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 29
2 2 2

8
x y z x y z x y z≤ + + + + + +

 

( ) 32 2 249

8 3

x y z⎡ ⎤+ +⎢ ⎥
≤ ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  ពតិ (ǂមវសិមភពកូសុី) 

32 2 2
9 8

3

x y z⎛ ⎞+ + ⎟⎜ ⎟⎜= × ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  
23 3 3

9 8
3

x y z⎛ ⎞+ + ⎟⎜ ⎟⎜≤ × ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 (ǂម មធយមលំƽប់៣នងិ២) 

  ( )3 3 38 x y z= + +
 

អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិនេំǕយ x y z= = ។ 

282.   អនគុមន ៍ ( )
1

x
f x

x
=

−
 ជអនគុមនផ៍ត។ ǂមវសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

 
( )

1 1

1 1 1

1

n n

i i
i i

n
f x f x f

n n n n= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟≥ = =⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠ −⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑
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ម៉យងវញិេទៀត ǂមវសិមភពមធយមលំƽប់ 1  នងិ 1
2

 េយើងទញបន 

 

2

1 1

1 1 1
n n

i i
i i

x x
n n n= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  
1

n

i
i

x n
=

≤∑ ⇒  1 2

11
nx x x n

nn

+ + +
≤

−−

"
 

⇒ 1

1 11 1

n

in
i i

i i

x
x n

nx n
=

=
≥ ≥

−− −

∑
∑  ពតិ។ 

283.   ǂង 1 2 nS x x x= + + +"  

ǂមវសិមភពកូសីុǒ្វ ត 

( )
5

1 1

n n
i

i
ii i

x
S x

S x= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

 

2

5

1

n

i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

  

2
5 22

1

1
n

i
i

n x
n =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

  

5 2

2 2

1

1
n

i
i

n x
n =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ (ǂមវសិមភពមធយមលំƽប់ 5

2
 នងិ 2 ) 

  

2

5 2

n

n
=

 

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

nx x x
n

= = = =" ។ 

ម៉យងវញិេទៀត 

( ) ( )
1 1

0 1
n n

i i
i i

S x n x
= =

< − = −∑ ∑
 

( )
1

1
n

i

i

x
n n

n=
= − ∑

 

( ) 2

1

1
1

n

i
i

n n x
n =

≤ − ∑  (ǂមវសិមភពមធយមលំƽប់ 1  នងិ 2 ) 

⇒  ( )
( )

1

1
0

n

i
i

n n
S x

n=

−
< − ≤∑  

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

nx x x
n

= = = =" ។ 
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⇒
( ) ( )

5 2

5 2
1

1

1 1

n
i

ii

x n n

S x n n n nn=

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ≥ × =⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

nx x x
n

= = = =" ។ 

284.  ǂង , , 0,
2

A B C
π⎛ ⎞⎟⎜∈ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 េƽយ 2 tan , 2 tana A b B= =  នងិ 2 tanc C= ។ ǂម

ទំនក់ទំនង 2 21 tan 1 cosθ θ+ =  វសិមភពǕចសរេសរជ 

 
4

cos cos cos
9

A B C≥ ×
 

( )cos sin sin sin cos sin sin sin cosA B C A B C A B C× + +  
េយើងមន 

 ( )cos A B C+ +  cos cos cos cos sin sinA B C A B C= −  

sin cos sin sin sin cosA B C A B C− −  
ដេូចនះវសិមភពេទជ 

 
( )( )4

cos cos cos cos cos cos cos
9

A B C A B C A B C≥ − + +
 

ǂង 
3

A B C
θ

+ +
= ។ ǂមវសិមភពកូសុី នងិ វសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

 

3
3cos cos cos

cos cos cos cos
3

A B C
A B C θ

⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ ≤⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  
េយើង្រតវូបង្ហ ញថ  

 
( )3 34

cos cos cos 3
9

θ θ θ≥ −
 

េយើងមន 

 3cos 3 4 cos 3 cosθ θ θ= −  
⇔  3 3cos cos 3 3cos 3cosθ θ θ θ− = −  
ដេូចនះវសិមភពេទជ 

 
( )4 24

cos 1 cos
27

θ θ≥ −
  (*) 

ǂមវសិមភពកូសីុ 

( )
1 32 2

2cos cos
. . 1 cos

2 2
θ θ

θ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  

( )
2 2

21 cos cos
1 cos

3 2 2
θ θ

θ
⎡ ⎤
⎢ ⎥≤ + + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  

     
1
3

=
 

⇒  (*) ពតិ។ សមភពេកើតមន ទល់ែតនងិមនែត 
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1
tan tan tan

2
A B C= = =

 
⇒  1a b c= = =  
 

រេបៀបទ២ី 

បនទ ប់ពពីន្ល ត វសិមភពេទជ 

 
( )2 2 2 2

cyclic cyclic cyclic

8 2 4 9abc a b a ab+ + + ≥∑ ∑ ∑
 

ǂមវសិមភព ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1 0ab bc ca− + − + − ≥  េយើងទញបន 

 

2 2

cyclic cyclic

6 2 4a b ab+ ≥∑ ∑
 

ដេូចនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 
( )2 2

cyclic cyclic

2 4 5abc a ab+ + ≥∑ ∑
 

េƽយ ( ) ( )2 2 23 3a b c ab bc ca+ + ≥ + +  េនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 
( )2 2

cyclic cyclic

2 2abc a ab+ + ≥∑ ∑
 

ពតិǂមវសិមភពកនុងលំǓត់ខងេលើ ករណី 1t = ។ 

285.  េƽយេ្របើលកខខណ្ឌ  1a b+ =  េយើងបំែលងវសិមភពែដលេǕយេទជវសិមភពអូមូ៉ែសន 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 21

3

a b

a b a a b a b b a b
≤ +

+ + + + + +  
⇔  2 2 3 3a b ab a b+ ≤ +  
េយើងមន 

 ( ) ( ) ( ) ( )23 3 2 2 0a b a b ab a b a b+ − + = − + ≥
។ 

សមភពេកើតមន េពល 
1

2
a b= =

។ 

286.  េយើងǕចសនមតថ 1 2 1 2 1 1, ,a a b b a b≥ ≥ ≥  េƽយមិនេធ្វ ើេǕយបត់បង់លកខណៈទូេទេទ។ 

េបើ x  រ ឺy  េសមើសូនយ េនះវសិមភពខងេលើពតិ។ ដេូចនះ សនមតថ x  នងិ y  មិនសូនយទំងពរី។ បនទ ប់

មកេទៀត វសិមភពសីុេម្រទេីធៀបនងឹ ,x y  ដេូចនះ សនមតថ x y≥ ។ 

េƽយ 1 2 1 2a a b b+ = +  េនះ 

  ( ) ( )1 2 1 2 2 2a a b a b a− = − + −  
⇒  1 2 2 1 1 2 2 1a a a a b b b bx y x y x y x y+ − −  
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( )2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2a a a a a a b a b a b a b ax y x y x y x y− − − − − −= + − −

 

 
( )( )2 2 1 2 1 2 2 2 2 2a a b a b a b a b ax y x y x y− − − −= − −

 

 
( )( )2 2 1 2 1 2 1 1 1 1a a a b a b a b a bx y x y x y− − − −= − −

 

 

1 2 1 1
2 2 1 2 1 1

a b a b
a a a b x x
x y y

y y

− −
−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟= − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ 0≥  ពតិ 

287.  ǂង 1 , 1 , 1a x b y c z= = =  េនះ ( ), , 0,1a b c ∈  នងិ 2a b c+ + = ។ 

វសិមភពែដលេǕយសមមូលនងឹ 

 

1 1 1 1 1 1a b c
a b c a b c

− − −
+ + ≥ + +

 
េយើងបំែលងǏេទជអូមូ៉ែសនេƽយសរេសរជ 

( )1 1 1 1
2
a b c

a b c

⎛ ⎞⎟⎜+ + + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ 2 2 2
a b c a b c a b c

a b c

a b c

+ + + + + +
− − −

≥ + +  

⇔  ( ) 1 1 1
a b c

a b c

⎛ ⎞⎟⎜+ + + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 b c a c a b a b c

a b c
+ − + − + −

≥ + +  

⇔  ( ) ( ) ( )( ) 1 1 1
b c a c a b a b c

a b c

⎛ ⎞⎟⎜+ − + + − + + − + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 

b c a c a b a b c
a b c

+ − + − + −
≥ + +   

ពតិ ǂមវសិមភពកូសុីǒ្វ ត។ 

288.  េƽយវសិមភពខងេលើ សុីេម្រទីេធៀបនងឹអេថរទំងបី េយើងǕចសនមតថ x y z≥ ≥  

េƽយមិនបត់បង់លកខណៈទូេទអ្វ ីទំងអស់។ វសិមភពែដលេǕយ Ǖចសរេសរជ 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) 0r r rx y x x z y y z z x z y z⎡ ⎤− − − − + − − ≥⎢ ⎥⎣ ⎦  

ពតិ េ្រពះតនួមួិយៗ សុទធែតវជិជមនទំងអស់។ 

អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែត នងិ មនែត x y z= = ។ 

289.  វសិមភពខងេឆ្វងែដលេǕយមក សមមូលនងឹ 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0a a b a c b b c b a c c a c b− − + − − + − − ≥  
ពតិ ǂមវសិមភពឈួរ ករណី 1r = ។ អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិមនែត a b c= = ។ 

វសិមភពខងǒ្ត សំមមូលនងឹ 

 ( ) ( )3 22 2

cyclic cyclic

2a b ab ab+ ≥∑ ∑   ពតិǂមវសិមភពកូសុ។ី 

290.  ǂង 2 3 2 3 2 3
, ,x a y b z c= = =  វសិមភពសមមូលនងឹ 
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( ) ( )3 3 23

cyclic cyclic

3 2
t

t t xyz x xy− + + ≥∑ ∑
 

ǂមសំនរួខងេលើ េយើងមន 

 
( )3 23

cyclic cyclic

3 2x xyz xy+ ≥∑ ∑
 

ដេូចនះ េពលេនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 ( )33 3
t

t t xyz xyz− + ≥  

⇔  ( ) ( )
3 33 333

.1 1 .
3 3

t tt tt t
xyz xyz xyz

−
− ⎡ ⎤+ ≥ =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

ពតិǂមវសិមភពមធយមនព្វន្តធរណីម្រតភជ ប់េមគុណ។ េយើងេឃើញថអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 

1a b c= = = ។ 

ករណីពេិសស: ចំេពះ 1 / 2;1;2t =  េយើងមន 

 
( ) ( )4 2 2 25 1

2
2 2

abc a b c ab bc ca+ + + + ≥ + +
 

 ( ) ( )2 2 2 22 2abc a b c ab bc ca+ + + + ≥ + +  

 ( )2 2 21 2 2abc a b c ab bc ca+ + + + ≥ + +  
291.  ក) ករណី 1 2b a≥  

េƽយ 1 1 2 1a a a b≥ + −  នងិ 1 1a b≥  េនះ ( )1 1 2 1 1max ,a a a b b≥ + −  
⇒  ( ) ( )1 2 1 1 2 1 1max , max ,a a a a a b b= ≥ + −  

េយើងមន 1 2 1 2 3a a b b b+ − ≥ ≥  នងិ 1 2 1 1 3 1 3a a b b a b a+ − ≥ + − =  

⇒  ( ) ( )1 2 1 3 2 3max , max ,a a b a b b+ − ≥ ។ ǂម្រទឹស្តបីទ ៥.១.១ េយើងទញបន 

 

1 2 3

sym

a a ax y z∑
  

( )3 1 2 2 1

cyclic

a a a a az x y x y= +∑
 

    
( )3 1 2 1 1 1 1 2 1

cyclic

a a a b b b a a bz x y x y+ − + −≥ +∑
 

    
( )1 1 2 1 3 3 1 2 1

cyclic

b a a b a a a a bx y z y z+ − + −= +∑
 

( )1 2 3 3 2

cyclic

b b b b bx y z y z≥ +∑
 

1 2 3

sym

b b bx y z= ∑
 

ខ) ករណី 1 2b a≤  

េƽយ 1 1 2 3 1 2 3 1 2 33b b b b a a a b a a≥ + + = + + ≥ + +  េនះ 
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  1 2 3 1b a a b≥ + −  

 1 2 1 2 3 1a a b a a b≥ ≥ ≥ + −  
ដេូចនះ  

( ) ( )2 3 1 2 3 1max , max ,a a b a a b≥ + −  
( ) ( )1 2 3 1 2 3max , max ,a a a b b b+ − ≥  

ǂម្រទឹស្តបីទ៥.១.១ េយើងទញបន 

 

1 2 3

sym

a a ax y z∑
  

( )1 2 3 3 2

cyclic

a a a a ax y z y z= +∑
 

    
( )1 1 2 3 1 2 3 1 1

cyclic

a b a a b a a b bx y z y z+ − + −≥ +∑
 

    
( )1 1 2 3 1 2 3 1 1

cyclic

b a a a b a a b ay x z x z+ − + −= +∑
 

( )1 2 3 3 2

cyclic

b b b b by x z x z≥ +∑
 

1 2 3

sym

b b bx y z= ∑
  

សមភពេកើតមន ទល់ែត នងិ មនែត x y z= = ។ 

292.  វសិមភពែដលេǕយសមមូលនងឹ 

 ( ) ( ) ( )1 3 1 3 1 3

1 1 1

a b abc b c abc c a abc
+ +

+ + + + + +
 

( )1 3
1

abc
≤

 

ǂង 
3 3 3, ,a x b y c z= = =  ែដល , , 0x y z > ។ វសិមភពេទជ 

 
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1
xyzx y xyz y z xyz z x xyz

+ + ≤
+ + + + + +  

⇔  ( )( )3 3 3 3

cyclic

xyz x y xyz y z xyz+ + + +∑  

   ( )( )( )3 3 3 3 3 3x y xyz y z xyz z x xyz≤ + + + + + +
 

⇔  6 3 5 2 2

sym sym

x y x y z≥∑ ∑  ពតិǂមវសិមភពមួរែហ៊ដ។ 

293.  េយើងមន  

( )3 3 3 3 3

sym

6a a b c d= + + +∑
 

( )
sym

4ab cd ab cd ac bd ad bc bc da bd ca cd ab= + + + + +∑
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ដេូចនះវសិមភព សមមូលនងឹ  3

sym sym

a ab cd≥∑ ∑  រ ឺ

     
( ) 1 2 1 23 0 0 0 1 1

sym sym

a b c d a b c d≥∑ ∑
 

ពតិ ǂមវសិមភពមួរែហ៊ដ េ្រពះ ( )3, 0, 0, 0  ម៉សូរ ( )1,1,1 2,1 2 ។ 

294.  វសិមភពែដលេǕយសមមូលនងឹ 

 

5 4 2 2 2 4 2 3 3

sym cyclic sym cyclic

4 2 6 6x y x yz x y z x y x y+ + − −∑ ∑ ∑ ∑
 

3 2

sym

2 0x y z− ≥∑
 

⇔  5 4 2 5 3 3

sym sym sym sym

3x y x y x y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

3 2

cyclic sym

2 3 0xyz xyz x x y
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ + − ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑
 

ǂមវសិមភពមួរែហ៊ដ នងិ ឈ័រ អងគខងេឆ្វងជផលបូកៃនតមិួនអវជិជមន។ 

295.  េƽយ 1xy yz zx+ + =  េយើងអូមូ៉ែសនបូនយីកមមវសិមភពខងេលើេទជ 

 
( )

2 2
1 1 1 5

2
xy yz zx

x y y z z x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + + + ≥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
⇔  5 4 3 2 2 2 2

sym sym sym

4 14 38x y x yz x y z x y z+ + + ≥∑ ∑ ∑  

4 2 3 3

sym sym

3x y x y+∑ ∑
 

⇔  5 4 2 5 3 3

sym sym sym sym

3x y x y x y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− + − +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

3 2

sym sym

14 38 0xyz x x y xyz
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + + ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 
ǂមវសិមភពមួរែហ៊ដ វសិមភពខងេលើពតិ។ អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិមនែត , 0x y z= =  

រ ឺ , 0y z x= =  រ ឺ , 0z x y= = ។ ែតេƽយ 1xy yz zx+ + =  េនះ Ǐេសមើគន េពល 

( ) ( ) ( ) ( ), , 1,1,0 , 1,0,1 , 0,1,1x y z = ។ 

296.  ដំេនះ្រǒយទ១ី 

ǂង , ,a y z b z x c x y= + = + = + ។ 

a b c+ >  ⇔  y z z x x y+ + + > +  ⇔  0z >  

ដចូគន  , , 0x y z > ។ 

វសិមភពខងេលើសមមូលនងឹ 
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3 3 3 2 2 2x z y x z y x yz xy z xyz+ + ≥ + +  

⇔  
2 2 2x y z

x y z
y z x

+ + ≥ + +  

េƽយវសិមភពខងេលើអូមូ៉ែសន េនះេយើងǕចសនមតថ 1x y z+ + = ។ ដេូចនះ 

 
1

x y z
yf zf xf
y z x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
ែដល ( ) 2f t t= ។ េƽយ f  ផតេលើ \  ǂមវសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

 
( ). . . 1 1

x y z x y z
yf zf xf f y z x f
y z x y z x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜+ + ≥ + + = =⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
ដំេនះ្រǒយទ២ី 

ǂង ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, ,f a b c a b a b b c b c c a c a= − + − + − ។ 

េយើងេឃើញថ f  មិនែ្រប្របួលេទ េពលេយើងេធ្វ ើចំǎស់សីុគ្លចិៃន ( ), ,a b c  មននយ័ថ ដរូ ( ), ,a b c  

ជ ( ), ,b c a  ជ ( ), ,c a b ។ ដេូចនះ េយើងǕចសនមតថ ( )max , ,a a b c=  (ែតមិនǕចសនមតថ 

a b c≥ ≥  បនេទ េ្រពះ f  មិនសីុេម្រទ)ី។ 

េយើងមន 

 ( ) ( ) ( )2
, ,f a b c a b c b c a= − + −  

  ( )( )( ) 0b a b a c a b c+ − − + − ≥  
សមភពេកើតមនេពល a b c= = ។ 

297.  ែចកអងគទំងពរីនងឹ abc  េយើងទញបន 

 

a b c c a b
c a b a c c

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  
2 2 2

31 1 1 1
a b c
bc ca ab

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜≥ + + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

ǂង , ,x a b y b c z c a= = =  1xyz⇒ = ។ ដេូចនះវសិមភពេទជ 

 
( )( ) 31 1 1 1

x y z
x y z xy yz zx

z x y

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + + ≥ + + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠  

⇔  ( )( )( ) ( )( )( )
31
x z y x z y

x y y z z x xyz
xyz

+ + +
+ + + + ≥ +  

⇔  ( )( )( ) ( )( )( )31 1x y y z z x x z y x z y+ + + + ≥ + + + +  

ǂង ( )( )( )3p x z y x z y= + + + ។ វសិមភពេទជ 

 
3 1 1p p+ ≥ +  

េយើងមន 

 
3 2 .2 .2 2p xy yz zx≥ =  
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 ( ) ( ) ( )( )23 1 1 1 2 0p p p p p+ − + = + − ≥
 

298.  េយើងមន 

 ( )( )( )2 2 2 2 2 2a ab b b bc c c ca a+ + + + + +
 

3 3 2 2 2 4 3 2 4 2

sym

1 1 1
2

2 2 2
a b a b c a bc a b c a b

⎛ ⎞⎟⎜= + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

េហើយ 

 ( )3ab bc ca+ +  3 3 2 2 2 3 2

sym

1
3

2
a b a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜= + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑  

ដេូចនះ 

( )( )( )2 2 2 2 2 2a ab b b bc c c ca a+ + + + + +
( )3ab bc ca− + +  

 

4 4 2 2 2 2 3 2

sym

1 1

2 2
a bc a b a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜= + − − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

ែតថ ស្វុីត ( )4,2, 0  នងិ ( )4,1,1  ម៉សូរ ស្វុីត ( )2,2,2  នងិ ( )3,2,1 ។ ដេូចនះǂមវសិមភពមួរែហ៊ដ 

4 4 2 2 2 2 3 2

sym

1 1
0

2 2
a bc a b a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜ + − − ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

299.  ក) េយើងមន 

( )( )
( )2 2

1 a b a cb c

a a bc a a bc

− −+
− =

+ +
 

( )( )
( )2 2

1 b c b ac a

b b ca b b ca

− −+
− =

+ +
 

( )( )
( )2 2

1 c a c ba b

c c ab c c ab

− −+
− =

+ +
 

ដេូចនះវសិមភពែដលេǕយសមមូលនងឹ 

( )( )
( )2

a b a c

a a bc

− −

+

( )( )
( )2

b c b a

b b ca

− −
+

+

( )( )
( )2

0
c a c b

c c ab

− −
+ ≥

+
    (*) 

វសិមភពខងេលើសីុេម្រទីេធៀបនងឹ , ,a b c  ដេូចនះ េយើងǕចសនមតថ a b c≤ ≤ ។ ដេូចនះ 

 
( )( )

( )2
0

c a c b

c c ab

− −
≥

+
 េƽយអងគទំងពរីេសមើគន  េពល c a=  រ ឺc b= ។ 

បនទ ប់មកេទៀត 
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( )( )
( )2

a b a c

a a bc

− −

+

( )( )
( )2

b c b a

b b ca

− −
+

+
 

( ) ( )
( )( )

( )
2

2 2
0

b a a b
a c b cb

ab a bc b ca

− +
⎡ ⎤= − + ≥⎣ ⎦

+ +
 

 អងគទំងពរីេសមើគន  េពល a b= ។ 

ដេូចនះវសិមភព(*) ពតិ េƽយ អងគទំងពរីេសមើគន  េពល a b c= = ។ 

 

ខ) ǂមវសិមភពឈ័រ ចំេពះ 1r = −  នងិ ǂង ,x a b y b c= + = + នងិ z c a= +  េយើង

ទញបន 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1
0 x y x z y z y x z x z y
x y z

≤ − − + − − + − −
 

( )( ) ( )( ) ( )( )a c b c b a c a c b a b

a b b c c a

− − − − − −
= + +

+ + +  
2 2 2c ab a bc b ca

c a b
a b b c c a

+ + +
= − + − + −

+ + +  

⇒  
2 2 2c ab a bc b ca

a b c
a b b c c a

+ + +
+ + ≥ + +

+ + +
 

អងគទំងពរីេសមើគន  េពល x y z= =  រ ឺa b c= = ។ 

300.  េយើងមន 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

xy yz zx x y y z y z z x

z x x y

⎡
+ + + + + + +⎢⎢⎣

⎤
+ + + ⎥⎥⎦  

5 4 2 4 3 3 3 2 2 2 2

sym

5 3
2 13 4

2 2
x y x y x yz x y x y z x y z
⎛ ⎞⎟⎜= + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑

 
នងិ 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
x y y z z x+ + +  

 

4 2 4 3 3 3 2 2 2 2

sym

5
6

3
x y x yz x y x y z x y z
⎛ ⎞⎟⎜= + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑

 
វសិមភពែដលេǕយសមមូលនងឹ 

 
( )5 4 2 2 2 4 2 3 3 3 2

sym

4 3 2 0x y x yz x y z x y x y x y z+ + − − − ≥∑
  (1) 

ែតស្វុីត ( )5,1, 0  ម៉សូរ ស្វុីត( )4,2, 0  នងិ ស្វុីត ( )3, 3, 0  ដេូចនះ 
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( )5 4 2 3 3

sym

4 3 0x y x y x y− − ≥∑
    (2) 

ម៉យងវញិេទៀត ǂមវសិមភពឈ័រ េយើងមន 

 

3 2

sym

1 1
0

2 2
x xyz x y

⎛ ⎞⎟⎜ + − ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

គុណអងគទំងពរីនងឹ 2xyz  វសិមភពេនះេទជ 

 
( )4 2 2 2 3 2

sym

2 0x yz x y z x y z+ − ≥∑
   (3) 

បូក(២) នងិ (៣) េយើងទញបន (១)ពតិ។ សមភពេកើតមនេពល x y z= = ។ 

301.  េយើងមន 

( ) ( ) ( )2 2 22 2b c a c a b a b c
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ − + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
( ) ( ) ( )2 2 22 2c a b b c a a b c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
( ) ( ) ( )2 2 22 2a b c b c a c a b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

6 5 4 2 4 3 3 2 2 2

sym

3
2 3 2 3

2
a a b a b a bc a b a b c

⎛ ⎞⎟⎜= + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2b c a c a b a b c
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
6 5 4 2 4 3 3 3 2 2 2 2

sym

1 7
2 3 3 2 8

2 3
a a b a b a bc a b a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜= + + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

វសិមភពសមមូលនងឹ 

( )6 5 4 2 4 3 3 3 2 2 2 2

sym

3 2 2 3 2 12 4 0a a b a b a bc a b a b c a b c+ − + + − + ≥∑
 

(1) 

ែតǂមវសិមភពឈ័រ 

3 2

sym

1 1
0

2 2
a abc a b

⎛ ⎞⎟⎜ + − ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
    (2) 

េƽយគុណអងគនមួិយៗៃន(2) នងឹ 4abc  េយើងទញបន 

 
( )4 3 2 2 2 2

sym

4 8 4 0a bc a b a a b c− + ≥∑
  (3) 

ដេូចនះេយើង្រតវូបង្ហ ញថ 

 
( )6 5 4 2 4 3 3 3 2

sym

3 2 2 2 4 0a a b a b a bc a b a b c+ − − + − ≥∑
      (4) 
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ែតស្វុីត ( )6, 0, 0  ម៉សូរ ស្វុីត( )4,1,1  នងិ ស្វុីត ( )3,2,1  ដេូចនះ 

 
( )6 4 3 2

sym

3 2 0a a bc a b c− − ≥∑
    (5) 

បនទ ប់មកេទៀតស្វុីត ( )5,1, 0  ម៉សូរ ស្វុីត( )4,2, 0  ដេូចនះ 

 
( )5 4 2

sym

2 2 0a b a b− ≥∑
     (6) 

េហើយជចុងេ្រកយ ស្វុីត ( )3, 3, 0  ម៉សូរ ស្វុីត( )3,2,1  ដេូចនះ 

 
( )3 3 3 2

sym

2 2 0a b a b c− ≥∑
     (6) 

េƽយបូក (5), (6) នងិ (7) េយើងទញបន (4)។ អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិមនែត a b c= = ។ 

VI. វសិមកីរ 
302. ሺെ3; 2ሻ ׫ ሺ4;∞ሻ. 303. ሺെ∞;െ2ሿ ׫ ሼെ1ሽ. 304.ቀଵ

ଶ
;∞ቁ. 305.ሺെ∞;െ1ሿ ׫ ሾ2;∞ሻ. 

306.ሺെ5;െ1ሻ. 307.൫െ∞;െ√3൯ ׫ ቀെ ଵ
√ଷ
; ଵ
√ଷ
ቁ ׫ ൫√3;∞൯. 308.൫2 െ 4/√3; 1൯ ׫ ൫3; 2 ൅

4/√3൯. 309.ሺെ∞;∞ሻ. 310.ቀെ ଷା√ଷଷ
ଶ

; ିଷା√ଷଷ
ଶ

ቁ. 311.ቀെ1 ൅ √3 െ ඥ3 ൅ 2√3; 1 ൅ √3 ൅

ඥ3 ൅ 2√3൯ .  វសិមីករេនះសមមូលនងឹ ݌ሺݔሻ ൌ ସݔ െ ଷݔ4 െ ଶݔ6 െ ݔ4 ൅ 1 ൏ 0 ។ េយើងកនំត់ 

ሻݔሺ݌ ែដល ݔ ൌ 0 ។ េƽយ ݔ ൌ 0 មិនែមនជរសឺៃនពហុធេនះ ដេូចនះេយើងែចក݌ሺݔሻ ൌ 0 នងឹ ݔ 

េយើងទញបន ݔଶ ൅ 1 ⁄ଶݔ െ 4ሺݔ ൅ ሻݔ/1 െ 6 ൌ 0 ។ ǂង ݕ ൌ ݔ ൅ 1 ⁄ݔ  េយើងទញបន 

ଶݕ െ ݕ4 െ 8 ൌ 0 ។ ដេូចនះ ݕଵ ൌ 2൫1 ൅ √3൯ នងិ ݕଵ ൌ 2൫1 െ √3൯។ ដេូចនះពហុធ݌ሺݔሻ Ǖច

សរេសរជ ݌ሺݔሻ ൌ   ൫ݔଶ െ 2൫1 ൅ √3൯ݔ ൅ 1൯ ൫ݔଶ െ 2൫1 െ √3൯ݔ ൅ 1൯។ េƽយ ݔଶ െ

2൫1 െ √3൯ݔ ൅ 1 ൐ 0 ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ ដេូចនះវសិមីករសមមូលនងឹ ݔଶ െ 2൫1 ൅ √3൯ݔ ൅ 1 ൏ 0។ 

. 312. ቀെ1 െ √3; ଷି√ଵ଻ଶ
ቁ ׫ ቀ√3 െ 1; ଷା√ଵ଻

ଶ
ቁ.  ǂង ݕ ൌ ݔ െ ;ሺെ2.313 .ݔ/2 0ሻ ׫ ሺ2;∞ሻ. 

314.ሺെ1; 2ሻ. 315.ሺെ∞;െ1ሻ ׫ ሺ0; 1/2ሿ ׫ ሺ1; 2ሻ. 316.ሺെ1; 5/8ሻ ׫ ሺ2; 7/3ሻ ׫ ሺ3;∞ሻ. 317. 

ሺെ2;െ1ሻ ׫ ሾ0; 1ሿ ׫ ሾ2;∞ሻ. 318.൫െ7;െ√37൯ ׫ ሺെ5; 0ሻ ׫ ൫5; √37൯ ׫ ሺ7;∞ሻ.  

319. ሺെ1; 0ሻ. 320. ሺെ∞;െ2ሻ ׫ ሺെ1; 1ሻ ׫ ሺ2; 3ሻ ׫ ሺ4; 6ሻ ׫ ሺ7;∞ሻ. 321. ሺെ∞; 1ሻ ׫

ሺ3/2; 5/2ሻ ׫ ሺ7/2; 4ሻ. 322.ሺെ1/2; 1ሻ. 323.ሾെ2; 1ሿ. 324.ሺ0; 1/3ሻ ׫ ሺ0;∞ሻ. 

325.ቂെ ଵା√ହ
ଶ

; െ1ቃ ׫ ቂଵି√ହ
ଶ

; 0ቁ ׫ ቂିଵା√ହ
ଶ

; 1ቃ ׫ ቂଵା√ହ
ଶ

;∞ቁ. 326.ሺെ∞;െ6ሻ ׫ ቀ଺ି଺√ଶ଺
ହ

; െ4ቁ ׫

ሺെ4; 0ሻ ׫ ቀ6; ଺ା଺√ଶ଺
ହ

ቁ. 327.ൣ0; √2൧. 328.ൣെ1 െ 2√2;െ3൯ ׫ ሺ1; 3ሿ. 329.ሼെ1ሽ ׫ ሾ2;∞ሻ. 

330.ሾ0,5; 2ሿ. 331.ൣെ√3; 0൯ ׫ ሺ0; 2ሿ. 332.ሾെ0,5;∞ሻ ចំេពះ ܽ א ሾ1;∞ሻ; ቈെ0,5;െ0,5 ቀ1 െ

ଵ
ሺଵି௔ሻమቁ൰ ចំេពះ ܽ א ሺെ∞; 1ሻ . 333.ሾ1; 3ሿ. 334.ሾെ2;∞ሻ ចំេពះ ܽ א ሾെ2;∞ሻ; ׎ ចំេពះ 
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ܽ א ሺെ∞;െ2ሻ. 335.ቀെ ହ
଼
; 2,4ቃ. 336.ቀ√ହିଵ

ଶ
; 1ቃ. 337.ሺ3; 4,8ሿ. 338.൫1; 2/√3൧. 339.ቀ√ଵଷିହ

ଶ
; 1ቃ. 

340.ሾ3; 12ሻ. 341.ሾെ2;∞ሻ. 342.ቀହି√ଵଷ
଺

;∞ቁ. 343.ቀ଼
ଷ
;∞ቁ. 344.ቂ2; ଶ

ଷ √21ቁ. 345.ሾ3/2; 2ሻ ׫

ሺ2; 26ሻ. 346.ሺെ2; 1ሻ ׫ ሺ1;∞ሻ. 347.ሾ0; 1/2ሻ. 348.ቀଵ
ଶ
;∞ቁ. 349.ሾെ4; 0ሻ ׫ ሺ4; 6ሻ.  លកខខណ្ឌ

របស់វសិមីករ 24 ൅ ݔ2 െ ଶݔ ൒ 0 នងិ ݔ ് 0 នេំǕយេយើងទញបនចេន្ល ះពរី ሾെ4; 0ሻ នងិ 

ሺ0; 6ሿ។ េយើងេឃើញថ ݔ א ሾെ4; 0ሻ ជចំេលើយរបស់វសិមីករ េ្រពះអងគខងេឆ្វងអវជិជមន ែដលតចូ

ជង១ជនចិច។ ចំេពះចេន្ល ះទពីរី េយើងទញបន  √24 ൅ ݔ2 െ ଶݔ ൏   . ។ݔ

350.ቂെ1;െ ଷ
ସ
ቃ.  ǂង ݕ ൌ ݔ√ ൅ 1 ൅ ݔ√ ൅ 3 ។ េយើងទញបន ݕଶ െ ݕ3 ൅ 2 ൏ 0។ ដេូចនះ 

1 ൏ ݕ ൏ 2 សមមូលនងឹ 

ቐ
ݔ√ ൅ 1 ൅ ݔ√ ൅ 3 ൐ 1
ݔ√ ൅ 1 ൅ ݔ√ ൅ 3 ൏ 2
ݔ ൒ െ1

 

 

េយើងពនិតិយវសិមីករទមួីយ។ Ǐសមមូលនងឹ 2√ݔଶ ൅ ݔ4 ൅ 3 ൐ െ3 െ ។ អងគខងǒ្ត ݔ2 អំវជិជមនេបើ 

ݔ ൒ െ1 ។ ដេូចនះ ݔ א ሾെ1;∞ሻ ជចំេលើយរបស់វសិមីករ។ េលើកអងគទំងពរីៃនវសិមីករទពីរីជកេរ 

សំរលួរចួេហើយ េយើងទញបន √ݔଶ ൅ ݔ4 ൅ 3 ൏ െݔ ។ វសិមីករេនះមនចំេលើយទល់ែត െ1 ൑

ݔ ൑ 0 (េƽយគតិលកខខណ្ឌ វសិមីករទមួីយចូល)។ េលើអងគទំងពរីជកេរ េយើងទញបន 4ݔ ൅ 3 ൏

0។.  

351.  េយើងមន 

 ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ 1ሻݔሺݔସሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ ൅ 1ሻ ൅ 1  (1) 

រ ឺ ܲሺݔሻ ൌ ሺ1 െ ሻݔ ൅ ଶሺ1ݔ െ ଷሻݔ ൅  (2)   ଼ݔ

ǂម(១) េយើងមន ܲሺݔሻ ൐ 0 ចំេពះ្រគប់ ݔ א ሺെ∞; 0ሿ ׫ ሾ1;∞ሻ េហើយǂម(២) េយើងមន ܲሺݔሻ 

ចំេពះ្រគប់ ݔ א ሺ0; 1ሻ ។ ដេូចនះ ܲሺݔሻ ൐ 0 ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ ។  

352.  អនគុមន ៍݂ሺݔሻ ൌ ܲሺݔሻ ܳሺݔሻ⁄  កនំត់ចំេពះ្រគប់ ݔ េលើកែលងែតចំចំនចុ ݔ௞, ݇ א Գ, ݇ ൑ ݊ 

ែដលជចំនចុសូនយរបស់ពហុធ ܳሺݔሻ ។ សនមតថ ݔ଴ ជចំេលើយមួយរបស់វសិមីករ ݂ሺݔሻ ൐ 0 ។ ដេូចនះ 

ܲሺݔ଴ሻ នងិ ܳሺݔ଴ሻ មនសញញ ដចូគន  ដេូចនះ ߶ሺݔ଴ሻ ൌ ܲሺݔ଴ሻܳሺݔ଴ሻ ൐ 0 មននយ័ថ ݔ଴ កជ៏រសឺៃន

߶ሺݔሻ ൌ ܲሺݔሻܳሺݔሻ ൐ 0 ។ ចំេពះ ݔ ൌ ௞ሻݔ௞ េយើងមន ߶ሺݔ ൌ 0។ ដេូចនះ ݔ௞ មិនែមនជរសឺៃន 

߶ሺݔሻ េទ។ ដេូចនះរសឺទំងអស់របស់ ݂ሺݔሻ ൐ 0  កជ៏រសឺរបស់ ߶ሺݔሻ ൐ 0  ែដរ ។ េយើង្រǒយបញជ ក់

ដចូគន ថ រសឺរបស់ ߶ሺݔሻ ൐ 0  កជ៏រសឺរបស់݂ሺݔሻ ൐ 0 ែដរ។ េបើܲሺݔሻ នងិ ܳሺݔሻ មនតៃំលមនសញញ

េផƞងគន  ចំេពះតៃំលݔ សថិតកនងុែដនកនំត់របស់݂ሺݔሻ េនះវសិមភព ݂ሺݔሻ ൐ 0 នងិ ߶ሺݔሻ ൐ 0 គម ន

រសឺ។ ដេូចនះវសិមីករទំងពរីសមមូលគន ។. 

353. ܽ ൏ 0. 354. ቂ– ଵ
ଶ
; ସହ
଼
ቁ ך ሼ0ሽ អងគខងេឆ្វងកនំត់េបើ ݔ ൒ െ ଵ

ଶ
 នងិ ݔ ് 0 ។ េយើងមន 

ସ௫మ

൫ଵି√ଵାଶ௫൯
మ ൌ ൫1 ൅ √1 ൅ ൯ݔ2

ଶ
។ េƽយអនគុមន ៍݂ሺݔሻ ൌ ൫1 ൅ √1 ൅ ൯ݔ2

ଶ
െ ݔ2 െ 9 ൌ
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2√1 ൅ ݔ2 െ 7 េកើន េហើយេƽយ ݂ሺ45/8ሻ ൌ 0 េនះ វសិមីករមនរសឺ െଵ
ଶ
൑ ݔ ൏ 45/8 នងិ 

ݔ ് 0 ។ 

355. ቂ– 1; 1 െ √ଷଵ 
଼
ቁ . េយើងមន ݂ሺݔሻ ൌ √3 െ ݔ െ ݔ√ ൅ 1 មននយ័ចំេពះ െ1 ൑ ݔ ൑ 3 េហើយ

ជអនគុមនថ៍យ េហើយជប់េនេលើចេន្ល ះេនះ។ េយើងមន ݂ሺെ1ሻ ൌ 2 ൐ ଵ
ଶ
 នងិ ݂ ቀ1 െ √ଷଵ 

଼
ቁ ൌ ଵ

ଶ
 ។ 

ដេូចនះវសិមីករេផទȣងផទ ត់ចំេពះ െ1 ൑ ݔ ൏ 1 െ √ଷଵ 
଼

 ។ 

356. លកខខណ្ឌ  

ቄ2ݔ ൅ 4 ൒
2 െ ݔ ൒ 0      ฻    െ2 ൑ ݔ ൑ 2 

េƽយអងគទំងពរីៃនវសិមីករវជិជមន េនះេលើកអងគទំងពរីៃនវសិមីករជកេរ េយើងទញបន 

ଶݔ9 ൅ 16 ൒ 4ሺ2ݔ ൅ 4ሻ ൅ 16ሺ2 െ ሻݔ ൅ 16ඥሺ2ݔ ൅ 4ሻሺ2 െ  ሻݔ
ଶݔ9 ൅ 16 ൒ െ8ݔ ൅ 48 ൅ 16ඥെ2ݔଶ ൅ 8 
ଶݔ9 ൅ ݔ8 െ 32 െ 8ඥെ8ݔଶ ൅ 32 ൒ 0                  ሺ1ሻ 

ǂង ݐ ൌ √െ8ݔଶ ൅ 32 ൒ 0; ଶݐ ൌ െ8ݔଶ ൅ 32 ។ វសិមីករសមមូលនងឹ 
െݐଶ െ ݐ8 ൅ ଶݔ ൅ ݔ8 ൒ 0                           ሺ2ሻ  

េយើងមន ݃ሺݐሻ ൌ െݐଶ െ ݐ8 ൅ ଶݔ ൅ មន Δ ݔ8 ൌ 16 ൅ ሺݔଶ ൅ ሻݔ8 ൌ ሺݔ ൅ 4ሻଶ ។ ដេូចនះ ݃ሺݐሻ 

មនរសឺ 
ଵݐ ൌ ;ݔ ଶݐ ൌ െݔ െ 8 

វសិមីករ(២) សមមូលនងឹ minሺݐଵ; ଶሻݐ ൑ ݐ ൑ maxሺݐଵ; ଵݐ ଶሻ ។ េយើងមនݐ െ ଶݐ ൌ ݔ2 ൅ 8 េƽយ 

െ2 ൑ ݔ ൑ 2 េនះ 2ݔ ൅ 8 ൐ 0 ។ ដេូចនះ  
െݔ െ 8 ൑ ݐ ൑    ݔ ฻ ݐ ൑  ݔ

ඥെ8ݔଶ ൅ 32 ൑   ݔ ฺ ൝
ݔ ൒ 0

ଶݔ ൒
32
9

 

ฺ   
4√2
3 ൑ ݔ ൑ 2 

VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
357. ሺ0; 2ሻ  ចំេលើយរបស់្របពន័ធសថិតេនកនងុៃផទឆូត។ េយើងសង់បនទ ត់ 2ݔ ൅ ݕ3 ൌ 0។ េយើងចង់បន

តៃំលធបំំផុតៃន ݖ ൌ ݔ2 ൅ ។ ចំេពះតៃំលេផƞងគន ݕ3 ៃន z េយើងគូសបនបនទ ត់្រសបនងឹបនទ ត់

ݔ2 ൅ ݕ3 ൌ 0។ េនេពលែដល ݖ កន់ែតធេំទៗ បនទ ត់្រតវូនងឹតៃំលݖ ទំងេនះឃ្ល តកន់ែតឆង យពី

គល់តរំយុ។ ដេូចនះ z ធបំំផុតែដលេផទȣងផទ ត់្របពន័ធជតៃំល ݖ េនេពលែដលបនទ ត់ ݖ ൌ ݔ2 ൅ កត់ ݕ3

ǂមA។  
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358. ሼሺ3; 1ሻሽ. 359. ܽ ൌ െ1. ចំនចុចង់បនគ ឺሺ0;െ1ሻ។ 360. ቄቀ3; ଻

ଶ
ቁ ; ቀെ3;െ ଻

ଶ
ቁቅ. 361.ሼ1ሽ. 

362.  សមីករទី៣ នេំǕយ 4 ൑ ݔ ൑ 7 ។ ǂង ݑ ൌ ݕ ൅ ;ݖ ݒ ൌ  ។ សមីករ(១)នងិ(២) េទជ ݖݕ

൜ݔ
ଷ ൅ ଶሺ13ݔ െ ሻݑ ൅ ݑሺ2ݔ െ ݒ2 െ 26ሻ ൅ ݒ5 െ ݑ7 ൅ 30 ൌ 0
ଷݔ ൅ ଶሺ17ݔ െ ሻݑ െ ݑሺ2ݔ ൅ ݒ2 െ 26ሻ െ ݒ3 ൅ ݑ െ 2 ൌ 0

  

൜ݑ
ሺെݔଶ ൅ ݔ2 െ 7ሻ ൅ ݔሺെ2ݒ ൅ 5ሻ ൅ ଷݔ ൅ ଶݔ13 െ ݔ26 ൅ 30 ൌ 0    ሺ4ሻ
ଶݔሺെݑ െ ݔ2 ൅ 1ሻ ൅ ݔሺെ2ݒ െ 3ሻ ൅ ଷݔ ൅ ଶݔ17 ൅ ݔ26 െ 2 ൌ 0      ሺ5ሻ

    

យកសមីករទ(ី៤)ដកទ(ី៥) េយើងទញបន 
ݔሺ4ݑ െ 8ሻ ൅ ݒ8 െ ଶݔ4 െ ݔ52 ൅ 32 ൌ 0 

ฺ ݒ     ൌ
1
2
ሾݑሺ2 െ ሻݔ ൅ ଶݔ ൅ ݔ13 െ 8ሿ 

ជំនសួចូលសមីករទ(ី៤) េយើងទញបន 
ଶݔሺെݑ2 ൅ ݔ2 െ 7ሻ ൅ ሺെ2ݔ ൅ 5ሻሺݑሺ2 െ ሻݔ ൅ ଶݔ ൅ ݔ13 െ 8ሻ ൅ ଷݔ2 ൅ ଶݔ26 െ ݔ52 ൅ 60

ൌ 0 
ฺ ݔሺെ5ݑ    െ 4ሻ ൅ ݔ29 ൅ ଶݔ5 ൅ 20 ൌ 0 
ฺ ݔሺ5ݑ    ൅ 4ሻ ൌ ሺ5ݔ ൅ 4ሻሺݔ ൅ 5ሻ 

េƽយ 4 ൑ ݔ ൑ 7 េនះ 5ݔ ൅ 4 ് 0 ដេូចនះ ݑ ൌ ݔ ൅ 5 ។ េយើងទញបន ݒ ൌ ݔ5 ൅ 1 ។ ដេូចនះ 
ݕ ൅ ݖ ൌ ݔ ൅ 5; ݖݕ ൌ ݔ5 ൅ 1 

ដេូចនះ ݕ, ଶݐ ជរសឺៃនសមីករ ݖ െ ሺݔ ൅ 5ሻݐ ൅ ݔ5 ൅ 1 ൌ 0 ។ សមីករេនះមនរសឺេបើឌសី្រគសីមីណង់ 
Δ ൌ ሺݔ െ 3ሻሺݔ െ 7ሻ ൒ 0 
ฺ ݔ ൑ 3    រ ឺ       ݔ ൒ 7   

ែត 4 ൑ ݔ ൑ 7 ដេូចនះ ݔ ൌ 7 ។ េយើងទញបន ݕ ൌ ݖ ൌ 6 ។ 

363.  គុណវសិមីករទមួីយនងឹ ሺെ2ሻ រចួបូកចូលវសិមីករទពីរី េយើងទញបន 

ሺݔ ൅ ሻଶݕ3 ൑ െ
4

ܽ ൅ 1             ሺ1ሻ 

ព(ី១) េយើងទញបន െ ସ
௔ାଵ

൐ 0  ฺ ܽ ൏ െ1 ។ 

េយើងមន ଵି௔
௔ାଵ

൅ 1 ൌ ଶ
௔ାଵ

൏ 0  ฺ  ଵି௔
௔ାଵ

൏ െ1 ។ ពនិតិយ្របពន័ធសមីករ 

൜ ݔ
ଶ ൅ ݕݔ2 െ ଶݕ7 ൌ െ1      ሺ4ሻ

ଶݔ3 ൅ ݕݔ10 െ ଶݕ5 ൌ െ2   ሺ5ሻ
 

េƽយ ଵି௔
௔ାଵ

൏ െ1 េនះ េបើ (4)នងិ(៥) មនរសឺ េនះ្របពន័ធវសិមីករកម៏នរសឺែដរ។ គុណសមីករទ៤ី

នងឹሺെ2ሻ បូកចូលសមីករទ៥ី េយើងទញបន 
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൜ݔ
ଶ ൅ ݕݔ2 െ ଶݕ7 ൌ െ1      ሺ4ሻ

ሺݔ ൅ ሻଶݕ3 ൌ 0   ሺ5ሻ
 

฻  ቐ
ݔ ൌ െ3ݕ

ଶݕ ൌ
1
ݕ
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២. អនុគមនអ៍ុិចសប៉ូណងែ់សយល‐េǎករតី 

 

I. គណន 

364. 9.  365. ln 3. 366. ln|ܽ|.   367. 4 log௔|ܾ|.    

368. 3.  369. 2.  370. 1  371. 2.  

372. 0  ܽඥ୪୭୥ೌ ௕ ൌ ቀܽඥ୪୭୥ೌ ௕ቁ
ଵ/ඥ୪୭୥ೌ ௕

ൌ ܾඥ୪୭୥್ ௔, ដេូចនះផលសងេសមើសូនយ។ 

373. 3ሺ1 െ ܿ െ ݀ሻ; 374. ହିௗ
ଶሺ௖ିଶௗା௖ௗାଵሻ

; 375. 5ܿ െ 6݀ െ 4 .   េយើងមន 0,175 ൌ ଵ଻ହ
ଵ଴଴଴

ൌ ଻
ସ଴
ൌ

7/ሺ2ଶ. 10ሻ.។ ដេូចនះ log 0,175 ൌ log 7 െ 2 log 2 െ 1 ។ េយើងមន log 196 ൌ log 2ଶ. 7ଶ ൌ

2 log 2 ൅ 2 log 7 ൌ ܿ; នងិ log 56 ൌ log 2ଷ. 7 ൌ 3 log 2 ൅ log 7 ൌ ݀ ។ េយើងទញបន log 2 ൌ
ଶௗି௖
ସ

; log 7 ൌ ଷ௖ିଶௗ
ସ

 ។ ដេូចនះ logሺ0,175ሻସ ൌ 4ሺlog 7 െ 2 log 2 െ 1ሻ ൌ 5ܿ െ 6݀ െ 4 . 376. 

3  ǂង logଶ 12 ൌ ܽ េយើងមន 1 logଽ଺ 2⁄ ൌ logଶ 2ଷ. 12 ൌ ܽ ൅ 3; logଶ 24 ൌ 1 ൅

ܽ; logଶ 196 ൌ ܽ ൅ 4 នងិ ଵ
୪୭୥భమ ଶ

ൌ ܽ ។ កេនǜមែដលេǕយសមមូលនងឹ ሺܽ ൅ 1ሻሺܽ ൅ 3ሻ െ

ܽሺܽ ൅ 4ሻ ൌ 3 ។ 

II. សមភព 

377. 1.   េយើងមន 

logଵଶ 18 ൌ
logଶ 18
logଶ 12

ൌ
1 ൅ 2 logଶ 3
2 ൅ logଶ 3

 

logଶସ 54 ൌ
logଶ 54
logଶ 24

ൌ
1 ൅ 3 logଶ 3
3 ൅ logଶ 3

 

ǂង logଶ 3 ൌ  េយើងទញបន ݔ

ܾܽ ൅ 5ሺܽ െ ܾሻ ൌ
1 ൅ ݔ2
2 ൅ ݔ

1 ൅ ݔ3
3 ൅ ݔ ൅ 5 ൬

1 ൅ ݔ2
2 ൅ ݔ െ

1 ൅ ݔ3
3 ൅ ݔ ൰ ൌ

ଶݔ6 ൅ ݔ5 ൅ 1 ൅ 5ሺെݔଶ ൅ 1ሻ
ሺݔ ൅ 2ሻሺݔ ൅ 3ሻ

ൌ
ଶݔ ൅ ݔ5 ൅ 6
ሺݔ ൅ 2ሻሺݔ ൅ 3ሻ ൌ 1  

 

III. សមកីរ 

378. ൛logଷ/ଶ 2 ; 2 logଷ/ଶ 2ൟ.  379. ൛1 െ √3; 0; 2; 1 ൅ √3ൟ.   380. ൛1 െ √3; 1 ൅ √3ൟ .  

381. ቄlogଵඥହ√ଶି଻ 6 ; 0ቅ 
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382.  ሼെ2; 3ሽ. ǂង 3௫మ ൌ ,ݑ 3௫ା଺ ൌ ଶݑ ។ សមីករែដលេǕយមនǍង ݒ െ ݒݑ2 ൅ ଶݒ ൌ 0 រ ឺ

ሺݑ െ ሻଶݒ ൌ 0 ។ ដេូចនះ 3௫మ ൌ 3௫ା଺ ។ ...។ 

383.  ሼെ2; 3ሽ. ǂង 2√ଶ௫ାଵ ൌ ,ݕ 2௫ ൌ ݕଶݔ េយើងទទួលបន ݖ ൅ ݖ ൌ ݕ2 ൅ រ ឺቀ௫ 4/ݖଶݔ
మ

ସ
െ

1ቁ ሺ2ݕ െ ሻݖ ൌ 0 ។ េយើងទញបន ݔଵ ൌ 2 រ ឺ2ݕ ൌ ସݔ នេំǕយ ݖ ൌ 4 ។ 

384. ሼ11ሽ.   េយើងបំែលងអងគខងេឆ្វងៃនសមីករ4୪୭୥లరሺ௫ିଷሻା୪୭୥మ ହ ൌ 4୪୭୥ర ଷሺ௫ିଷሻ൫2୪୭୥మ ହ൯ଶ ൌ

5ଶ൫4୪୭୥రሺ௫ିଷሻ൯
ଵ/ଷ

ൌ 25ሺݔ െ 3ሻଵ/ଷ។ េយើងមន 25ሺݔ െ 3ሻଵ/ଷ ൌ 50, ݔ െ 3 ൌ 2ଷ, ݔ ൌ 11 ។  

385. ሼ4ሽ. 386. ሼെ3; െ1ሽ. 387. ሼ27ሽ; 388. ሼെ1ሽ   េយើងប្រងួមសមីករេទជǍង logଶሺ3 െ

ሻሺ1ݔ െ ሻݔ ൌ logଶ 2ଷ នេំǕយ ݔଶ െ ݔ4 െ 5 ൌ 0 នេំǕយ ݔ ൌ െ1 ។ 

389. ሼ4ሽ; 390. ሼ8ሽ; 391. ሼ2ሽ; 392. ሼ3ሽ; 393. ൛3; 3 ൅ √2ൟ; 394. ൛െ11; െ6 െ √7;െ6 ൅

√7; െ1ሽ;  

395. ሼ3ሽ; 396. ሼെ17ሽ; 397. ሼ1ሽ; 398. ሼ2ሽ; 399. ൛√2; √6ൟ. 

400. ൛െ2ଵ/ ୪୭୥ೌ ସ௔ర;  2ଵ/ ୪୭୥ೌ ସ௔రൟ ចំេពះ ܽ א ൫0;  1/√2൯ ׫ ൫1 √2⁄ ; 1൯ ׫ ሺ1;∞ሻ េ្រកពេីនះ

សមីករគម នរសឺ។ 

401. ቄଷ௔ାଷ
଻ି௔

ቅ ចំេពះ ܽ א ሺ3;  7ሻ េ្រកពេីនះសមីករគម នរសឺ។ 

402. ቄଶ௔ିଵ
଺
ቅ ចំេពះ ܽ א ሺെ∞; െ12ሻ ׫ ሺ1 2⁄ ;∞ሻ េ្រកពេីនះសមីករគម នរសឺ។ 

403. ሼ1; 60ሽ. ចំេពះ ݔ ൌ 1 អងគទំងពរីៃនសមីករេសមើសូនយ ដេូចនះ ݔ ൌ 1 ជរសឺមួយៃនសមីករេនះ។ 

ឥលូវេនះេយើងរករសឺេផƞងេទៀតែដលេផƞងពមួីយ។ គុណអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ ଵ
୪୭୥య ௫ ୪୭୥ర ௫ ୪୭୥ఱ ௫

 

េយើងទញបន 

1 ൌ
1

logହ ݔ
൅

1
logଷ ݔ

൅
1

logସ ݔ
ൌ log௫ 3 ൅ log௫ 4 ൅ log௫ 5 

ฺ   log௫ 3.4.5 ൌ 1;   ฺ ݔ   ൌ 60 
404. ൛1; √3/8ൟ. 405. ቄ ଵ

ଵ଴
; √10ቅ . 406. ቄଵ

ଶ
; 4ቅ. 407. ሼ3; 3ଽሽ. 408. ሼ1/625; 5ሽ.409. ൛√5ఱ ; 5ൟ. 

410. ሼ10ሽ. 

411. ሼെ1/4ሽ. 412. ቄ0; ଻
ସ
; ଷା√ଶସ

ଶ
ቅ. 413. ሼ2ሽ. 414. ቄ ଵ

√ସయ ; 8ቅ. 415. ቄ ଵ
√ଶ
; 1; 4ቅ. 416. ቄଵ

଼
; 1; 4ቅ. 417. 

ቄଵ
ଽ
; 1; 3ቅ. 

418. ሼ5ሽ. 419. ሼܽ െ 1; ܽ ൅ 1ሽ ចំេពះ ܽ א ൫1; √2൯ ׫ ൫√2; 2൯ ׫ ሺ2;∞ሻ; ሼ3ሽ ចំេពះ ܽ ൌ 2 ។ 

420. ሼܽଶሽ ចំេពះ ܽ א ൫0; 1/√2൯ ׫ ൫1/√2; 1൯ ׫ ሺ1;∞ሻ ។  

421. ሼ25ሽ 422. ሼ1/9ሽ  423. ቊටଵା√ହ
ଶ
ቋ    424. ሼ2ሽ 425. ሼ3ሽ   

426. ሼ1/3ሽ 427. ሼ3; 10ሽ  428. ሼ2; 4ሽ 429. ቄlogଶ
ଷ
ହ
; logଶ

ଶ
ହ
ቅ   

430. ሼ2ሽ  431. ሼ2ሽ  432. ሼ0ሽ  433. ሼെ1; 2ሽ  

434. ሼ2ሽ  435. ൛– logଶ 3ൟ  436. ቄ– ଽ
ଵ଴
; 99ቅ 437. ቄ– ଵ

ଵ଴ఱ
; 10ଷቅ  

438. ሼ1000ሽ 439. ሼ0ሽ  440. ቄ ଵ
ଵ଴
; 2; 1000ቅ  441. ሼ0,2; 6ሽ  
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442. ሼ2ሽ.  ǂង 2୪୭୥ೣమሺଷ௫ିଶሻ ൌ ,ݑ 3୪୭୥ೣమሺଷ௫ିଶሻ ൌ ଶݑរចួេហើយេƽះ្រǒយសមីករ 3 ݒ െ ݒݑ5 ൅

ଶݒ2 ൌ 0 ជអនគុមនៃ៍ន ݑ រ ឺݒ ។ 

443. ቂଵ
ହ
;∞ቁ 444. ሼ1/16ሽ ׫ ሾ4;∞ሻ.  ǂង √ݔ െ ห√ݔ െ 2ห ൌ  សមីករែដលេǕយេទជ ݕ

logଶ ඥݕ ൅ 6 ൌ logଶ ଶݕរ ឺ2 |ݕ|2√ െ ݕ െ 6 ൌ 0 ែដលមនរសឺ ݕଵ ൌ 2 នងិ ݕଶ ൌ െ3/2 ។ ដេូចនះ 

ݔ√ െ ห√ݔ െ 2ห ൌ ଵݕ ൌ 2  ฺ ݔ√ െ 2 ൌ ห√ݔ െ 2ห  ฺ ݔ ൒ 4 ។ ជំនសួ √ݔ െ ห√ݔ െ 2ห ൌ ଶݕ ൌ

െ ଷ
ଶ
ฺ ݔ√2 ൌ ଵ

ଶ
 ฺ ݔ ൌ 1/16 ។ 

445. ሼ2ሽ.  ែចកអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ 13௫ េយើងទញបន  

൬
5
13൰

௫

൅ ൬
12
13൰

௫

ൌ 1 

េយើងមន ቀ ହ
ଵଷ
ቁ
ଶ
൅ ቀଵଶ

ଵଷ
ቁ
ଶ
ൌ 1 ។ អនគុមន ៍ݕଵ ൌ ቀ ହ

ଵଷ
ቁ
௫
 នងិ ݕଶ ൌ ቀଵଶ

ଵଷ
ቁ
௫
 ជអនគុមនចុ៍ះ។ ដេូចនះ 

- េបើ ݔ ൏ 2 េនះ ቀ ହ
ଵଷ
ቁ
௫
൏ ቀ ହ

ଵଷ
ቁ
ଶ
;  ቀଵଶ

ଵଷ
ቁ
௫
൏ ቀଵଶ

ଵଷ
ቁ
ଶ
  

ฺ ቀ ହ
ଵଷ
ቁ
௫
൅ ቀଵଶ

ଵଷ
ቁ
௫
൏ ቀ ହ

ଵଷ
ቁ
ଶ
൅ ቀଵଶ

ଵଷ
ቁ
ଶ
ൌ 1   

- េបើ ݔ ൐ 2  េនះ ቀ ହ
ଵଷ
ቁ
௫
൅ ቀଵଶ

ଵଷ
ቁ
௫
൐ ቀ ହ

ଵଷ
ቁ
ଶ
൅ ቀଵଶ

ଵଷ
ቁ
ଶ
ൌ 1 

ដេូចនះសមីករមនរសឺែតមួយគត់គ ឺݔ ൌ 2 ។ 

446. ሼ3ሽ  447. ሼ0ሽ  448. ሼ3ሽ  449. ሼ15ሽ េហើយ ܽ ൌ 3។ 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 

េƽះ្រǒយ្របពន័ធសមីករ 

450. ൛൫|ܽ|଺଺/ହ; |ܽ|଻ଶ/ହ൯ൟ ចំេពះ ܽ ് ሼെ1; 0; 1ሽ ។ 451. ሼሺ1/2; 1/2ሻሽ  452. ሼሺ9/2; 1/2ሻሽ 

453. ሼሺ8; 1ሻሽ 454. ሼሺ3/2; 1/2ሻሽ   455. ൛൫√3ర ; െ1൯; ൫√3ర ; 1൯ൟ   456. ሼሺ4;െ1/2ሻሽ 

457. ሼሺ0,1; 2ሻ; ሺ100;െ1ሻሽ     458. ሼሺ2; 10ሻ; ሺ10; 2ሻሽ   

459. ሼሺ2; 1/6ሻሽ 460. ሼሺ9ܽ/2; ܽ/2ሻ; ሺܽ 2⁄ ; 9ܽ/2ሻሽ ចំេពះ ܽ א ሺ0; 1ሻ ׫ ሺ1;∞ሻ ។ 

461. ሼሺ2; 4ሻ; ሺ4; 2ሻሽ 462. ሼሺܽଶ; ܽሻ; ሺܽ; ܽଶሻሽ ចំេពះ ܽ א ሺ0; 1ሻ ׫ ሺ1;∞ሻ; ሼሺሺܽ ൅ 1ሻଶ;െሺܽ ൅

1ሻሻ; ሺെሺܽ ൅ 1ሻ; ሺܽ ൅ 1ሻଶሻሽ ចំេពះ ܽ א ሺെ∞;െ2ሻ ׫ ሺെ2;െ1ሻ ។ 

463. ሼሺ3; 9ሻ; ሺ9; 3ሻሽ 464. ሼሺ3; 2ሻሽ  465. ሼሺെ2;െ2ሻ; ሺ2; 2ሻሽ 466. ሼሺ12; 4ሻሽ 

467. ሼሺ5; 1/2ሻሽ 468. ሼሺ64; 1/4ሻሽ 469. ሼሺെ2; 4ሻሽ 

V. វសិមភព 

470.  េយើងមន 2ଷ଴଴ ൌ 8ଵ଴଴ ൏ 3ଶ଴଴ ൌ 9ଵ଴଴ ។ 

471.  េយើងមន ௡ାଵ
௡
ൌ 1 ൅ ଵ

௡
൐ ௡ାଶ

௡ାଵ
ൌ 1 ൅ ଵ

௡ାଵ
។ ចំេពះ ݊ ൐ 1 េយើងមន 

log௡
݊ ൅ 1
݊ ൐ log௡ାଵ

݊ ൅ 1
݊ ൐ log௡ାଵ

݊ ൅ 2
݊ ൅ 1 

ฺ log௡ሺ݊ ൅ 1ሻ െ log௡ ݊ ൐ log௡ାଵሺ݊ ൅ 2ሻ െ log௡ାଵሺ݊ ൅ 1ሻ 
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េយើងទញបន log௡ሺ݊ ൅ 1ሻ ൐ log௡ାଵሺ݊ ൅ 1ሻ ។ 

472.  េƽយ 27 ൐ 25 េនះ log଼ 27 ൌ logସ 9 ൐ logଽ 25។ 

473.   ǂមលកខណៈសីុេម្រទី េយើងǕចសនមតថ ស្វុីត ( )ix  ជស្វុីតេកើន។ ដេូចនះ ស្វុីត ( )ln ix  កជ៏

ស្វុីតេកើនែដរ។ ǂមវសិមភពេឆបី៊សិវ េយើងទញបន 

 
1 1 1

1
ln ln

n n n

i i i i
i i i

x x x x
n= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≥ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

⇒  1

1

1 1

n

i
ii

xn n nx
i i

i i

x x =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

= =

∑
≥∏ ∏  

474.   វសិមភពសមមូលនងឹ 

 ( ) ( ) ( )2 2 22 ln 2 ln 2 lnx yz x y zx y z xy z+ + + + +  

 ( )( )ln ln lnxy yz zx x y z≥ + + + +  

⇔  ( )( ) ( )( )ln lnx y x z x y z y x y− − + − −  

 ( )( ) ln 0z x z y z+ − − ≥  

េយើងមន ln , ln , ln 0x y z >  េ្រពះ , , 1x y z > ។ 

វសិមភពខងេលើមនលកខណៈសីុេម្រទ ី(ជំនសួ x  េƽយ y  រ ឺេƽយ z  គម នអ្វ ីែ្រប្របួល)។ ដេូចនះ 

េយើងǕចសនមតថ x y z≥ ≥ ។ ដេូចនះ 

( )( ) ln 0z x z y z− − ≥  

បនទ ប់មកេទៀត អនគុមន ៍ ln  ជអនគុមនេ៍កើន េលើ +∗  េយើងទញបន 

 ( )( ) ( )( )ln lnx y x z x y z x y y− − ≥ − −  

េ្រពះ កǂ្ត នមួិយៗ សុទធែត វជិជមនរសូឺនយ េហើយកǂ្ត នមួិយៗេនអងគខងេឆ្វង ធជំងកǂ្ត នមួិយៗៃន

អងគខងǒ្ត ។ំ 

VI. វសិមកីរ 

475. ሺെ∞; െ2,5ሻ ׫ ሺ0;∞ሻ  476. ൫െ1 െ √2; െ2൯ ׫ ൫0; √2 െ 1൯ 

477. ൫െ∞;  2 െ √2൯ ׫ ൫2 ൅ √2;∞൯ 478. ሺെ∞; െ2ሻ ׫ ሺ5/8;∞ሻ 

479. ൣെ7;െ√35൯ ׫ ൣ5; √35൯  480. ሺ2; 7ሻ 

481. ൫െ√5;െ2൯ ׫ ൫1; √5൯  482. ሺെ1; 1ሻ ׫ ሺ3;∞ሻ 

483. ቂଵି√ହ
ଶ

; ଵା√ହ
ଶ
ቃ   484. ൫െ1; 1 ൅ 2√2൯ 

485. ሺ2; 7ሻ ׫ ሺ22; 27ሻ   486. ሺ2; 4ሻ 

487. ሺ1; 11/10ሻ   488. ሾെ1; 4ሻ 

489. ൫െ4;െ1 െ √3൧ ׫ ൫0; √3 െ 1൧ 490. ሺ3; 5ሿ  491. ሺ2; 5ሻ 
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492. ሺെ∞;െ1ሻ ׫ ሺ2;∞ሻ  493. ሺ0; 10ିସሿ ׫ ሾ10;∞ሻ 

494. ቀ0; ଵ
ଶ
ቁ ׫ ሾ√2;∞ሻ   495. ሺ0; 1ሻ ׫ ൫√3; 9൯ 

496. ሺ1/16; 1/8ሻ ׫ ሺ8; 16ሻ  497. ൫0; 1/√27൧ ׫ ቂଵଷ ; √243ቃ ׫ ሾ27;∞ሻ 

498. ሺ1/16; 1/4ሻ ׫ ሺ1/2; 2ሻ  499. ሺ0; 1/2ሻ ׫ ሺ32;∞ሻ 

500. ቂlogଶ
√ଷ
ଶ
;∞ቃ   501. ሺെ1;∞ሻ 

502. ቀlogଶ
ଷି√ହ
ଶ

; logଶ
ଷା√ହ
ଶ
ቁ  503. ൫െ∞; 1 െ logଷ √5

య ൧ 

504. ሺെ∞; 0ሻ ׫ ሺlogଶ 3 ;∞ሻ  505. ሺ0,01;∞ሻ  506. ሺെ∞;െ1ሻ ׫ ሺെ0,1; 0ሻ 

507. ൫logଶሺ5 ൅ √33ሻ െ 1;∞൯ 508. ሺെ∞; 0ሿ ׫ ሾlog଺ 5 ; 1ሻ 

509. ൫logହ൫√2 ൅ 1൯; logହ 3൯  510. ሺെ∞; 0ሿ ׫ ሺ0;∞ሻ 

511. ሾ2;∞ሻ    512. ሾ28/3;∞ሻ 513. ቂlogଷ
଼ଷ
ଵଽ
;∞ቁ 

514. ൫െ3;െ√6൯ ׫ ൫√6; 3൯  515. ሺെ1/2; 2ሻ  

516. ሾെ3; 1ሻ    517. ቀെ4; ଵା√ଵ଻
ଶ

ቁ 

518. ሺ0; 2ሻ ׫ ሺ4;∞ሻ   519. ሺ1000;∞ሻ 520. ቀ0; ଵ
ସ
ቃ ׫ ሾ4;∞ሻ 

521. ൬ଵା√ଵାସ௔
మ

ଶ
;∞൰ ចំេពះ ܽ א ሺ1;∞ሻ; ൬1; ଵା√ଵାସ௔

మ

ଶ
൰ ចំេពះ ܽ א ሺ0; 1ሻ 

522. ሺ0; ܽହሻ ׫ ሺܽଷ; ܽଶሻ ׫ ሺଵ
௔
;∞ሻ  

523. ሺ1/ܽ; ܽସሻ ចំេពះ ܽ א ሺ1;∞ሻ; ሺܽସ; 1/ܽሻ ចំេពះ ܽ א ሺ0; 1ሻ 

524. ൣlog௔൫4 ൅ √16 ൅ ܽଶ൯; 3 log௔ 2൯ ចំេពះ ܽ א ሺ0; 1ሻ; ൣlog௔൫4 ൅ √16 ൅ ܽଶ൯;∞൯ ចំេពះ 
ܽ א ሺ1;∞ሻ 
525. ሺ3; 4ሻ ׫ ሺ5;∞ሻ   526. ሺ1; 2ሻ 

527. ሺ0; 1/2ሻ ׫ ሺ1; 2ሻ ׫ ሺ3; 6ሻ 528. ሺെ3;െ2ሻ ׫ ሺെ1; 0ሻ ׫ ሺ1; 3ሻ 

529. ቀെ ସ
ଷ
; െ ଶଷ

ଶଶ
ቁ   530. ቀെ2;െ ଷ

ଶ
ቁ ׫ ሾെ1; 3ሿ 

531. ቀଵ
ହ
; ଵ
ଶ
ቁ    532. ሺെ3;െ1ሻ 

533. ቀ0; √ଵଷିଷ
ଶ

ቁ ׫ ሺ1;∞ሻ  534. ሾെ1; 1/2ሻ ׫ ሾ1; 2ሻ ׫ ቀ2; ଻
ଶ
ቁ 

535. ൫3; 5 െ √3൯ ׫ ሺ7;∞ሻ  536. ሺ1; 2ሻ 

537. ሺ0; 3ሻ ׫ ሺ4; 6ሻ ׫ ሺ6; 12ሻ ׫ ሺ14;∞ሻ 

538. ሺ0; 4ሻ    539. ሾ2; 4ሻ  540. ቀଵ
ଶ
; 4ቁ 

541. ሺ1; 2ሻ    542. ሺ0; 2ሻ  543. ൫1/√5; 1൯ ׫ ሺ3;∞ሻ 

544. ሺെ1;∞ሻ 
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VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 

545. ሼ8ሽ  546. ሼ4ሽ  547. ሺ0; 1/ܽସሻ ចំេពះ ܽ א ሺ1;∞ሻ, ሺ0; ଼ܽሻ ចំេពះ 

ܽ א ሺ0; 1ሻ ។ 
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៣. ្រតីេកណម្រត 

 

I. គណន 
548. ក) √2 െ ܽଶ;   

ខ) 1 െ ൫௔మିଵ൯
మ

ଶ
  sinସ ߙ ൅ cosସ ߙ ൌ ሺsinଶ ߙ ൅ cosଶ ሻଶߙ െ 2ሺsin ߙ cos ሻଶ; ܽଶߙ ൌ

ሺsin ߙ ൅ cosߙሻଶ ൌ 1 ൅ 2 sin ߙ cos  .ߙ

549. ក) ݌ଶ െ 2;  ខ) ݌ଷ െ  ݌3

550. ସ√ଷାଷ
ଵ଴

;  551. ඥଷሺଵି௕
మሻି௕

ଶ
  ǂង 40° ൅ ߙ ൌ ។ cosሺ70° ߚ ൅ ሻߙ ൌ cosሺ30° ൅ ሻߚ ൌ

√ଷ
ଶ
cos ߚ െ ଵ

ଶ
sin ។ េƽយ 0 ߚ ൏ ߙ ൏ 45° េនះ cos ߚ ൐ 0 ដេូចនះ cos ߚ ൌ √1 െ ܾଶ ។  

552. 1073/1105;   553. sin ߙ3 ൌ െ ଵଵ଻
ଵଶହ

, cos ߙ3 ൌ ସସ
ଵଶହ

, tan ߙ3 ൌ െ117/44. 

554. tan െ .555  ;ߙ2 tan556 ; ߙ. tan cosec .557  ;ߙ2  ߙ

558. െ1/2.   

cos
ߨ2
7
൅ cos

ߨ4
7
൅ cos

ߨ6
7
ൌ
2 sin 7ߨ
2 sin 7ߨ

ൈ ൬cos
ߨ2
7
൅ cos

ߨ4
7
൅ cos

ߨ6
7
൰

ൌ
ቀsin 7ߨ3 െ sin 7ቁߨ ൅ ቀsin 7ߨ5 െ sin 7ߨ3 ቁ ൅ ቀsin ߨ െ sin 7ߨ5 ቁ

2 sin 7ߨ
ൌ
െsin 7ߨ
2 sin 7ߨ

ൌ െ
1
2 

559. 1.  បំែលងជ 
ୱ୧୬భయభరగିୱ୧୬ቀି

ഏ
భరቁ

ଶ ୱ୧୬ ഏ
భర

 

560.  1 3⁄   sin ߙ ൅ cosߙ ൌ ଶ୲ୟ୬ሺఈ/ଶሻ
ଵା୲ୟ୬మሺఈ/ଶሻ

൅ ଵି୲ୟ୬మሺఈ/ଶሻ
ଵା୲ୟ୬మሺఈ/ଶሻ

ൌ 1,4 ។ ដេូចនះ 2,4 tanଶሺ2/ߙሻ െ

2 tanሺߙ 2⁄ ሻ ൅ 0,4 ൌ 0  ฺ tan2/ߙ ൌ 1 3⁄ ; tan2/ߙ ൌ 1 2⁄  ។ េយើងមន 0 ൏ ߙ 2⁄ ൏

ߨ 8⁄ ; tanߨ 8⁄ ൌ √2 െ 1 ൏ 1/2 ។ 

ǂមសមមតកិមម េយើងទញបន 0  ߨ  .561 ൏ ߙ ൅ ߚ ൅ ߛ ൏ ଷగ
ଶ
, 0 ൏ ఉାఊ

ଶ
൏ గ

ଶ
, tan ఉ

ଶ
tan ఊ

ଶ
൏ 1 ។ 

ដេូចនះ 

tan
ߚ ൅ ߛ
2 ൌ

tan2ߚ ൅ tan 2ߛ
1 െ tan2ߚ tan

ߛ
2
ൌ

1
3 cot

ߙ
2 ൅

2
3 tan2ߙ ൅ cot 2ߙ

1 െ 1
3 cot

ߙ
2

2
3 tan2ߙ ൅ cot 2ߙ

 
ൌ cot

ߙ
2 

ฺ   tan
ߚ ൅ ߛ
2 െ cot

ߙ
2 ൌ 0 

ฺ  െcos
ߙ ൅ ߚ ൅ ߛ

2
ൌ 0 
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ฺ   
ߙ ൅ ߚ ൅ ߛ

2 ൌ
ߨ
2 

 

562.  
ඥଶି√ଶ

ଶ
  cos 292°30Ԣ ൌ sin 22°30Ԣ ൌ ටଵିୡ୭ୱସହ°

ଶ
 ; 

563. 4  cosec 10° െ √3 sec 10° ൌ
ଶ൬భమ ୡ୭ୱଵ଴°ି

√య
మ ୱ୧୬ଵ଴°൰

ୱ୧୬ଵ଴° ୡ୭ୱ ଵ଴°
ൌ ସୱ୧୬ሺଷ଴°ିଵ଴°ሻ

ୱ୧୬ ଶ଴°
ൌ 4 

564. √3  
2 cos 40° െ cos 20°

sin 20° ൌ
cos 40° െ 2 sin 30° sin 10°

sin 20° ൌ
sin 50° െ sin 10°

sin 20° ൌ
2 cos 30° sin 20°

sin 20°
ൌ √3 

565. 4  េយើងមន 

െ2√2 sin 10° ൬2 sin 35° െ
sec 5°
2 െ

cos 40°
sin 5° ൰

ൌ െ2√2ቌ2 sin 35° sin 10° െ
1
2 sin 10°
cos 5° െ

cos 40° sin 10°
sin 5° ቍ

ൌ  െ2√2ሺ2 sin 35° sin 10° െ sin 5° െ 2 cos 40° cos 5°ሻ  
ൌ  െ2√2ሺെ2cos 45° െ sin 5° ൅ cos 25° െ cos 35°ሻ  
ൌ  െ2√2൫െ√2 െ sin 5° ൅ 2 sin 30° ൈ sin 5°൯ ൌ 4 

566. 3/4  េយើងមន 
cosଶ 73° ൅ cosଶ 47° ൅ cos 73° cos 47°

ൌ
1 ൅ cos 146°

2
൅
1 ൅ cos 94°

2
൅
1
2
ሺcos 120° ൅ cos 26°ሻ

ൌ
1
2 ൬
3
2 ൅ cos 146° ൅ cos 94° ൅ cos 26°൰

ൌ
1
2 ൬
3
2 െ cosሺ180° െ 146°ሻ ൅ 2 cos

120°
2 cos

68°
2 ൰

ൌ
1
2 ൬
3
2 െ cos 34° ൅ cos 34°൰ ൌ

3
4 

567. െଵ
ଶ
  េយើងមន 

ሺsin 6° െ sin 66°ሻ ൅ ሺsin 78° െ sin 42°ሻ ൌ 2 cos 60° sin 18° െ 2 sin 30° cos 36°

ൌ sin 18° െ sin 54° ൌ െ
2 cos 36° sin 18°

cos 18° cos 18° ൌ െ
2 cos 36° sin 36°

2 cos 18°
ൌ െ

sin 72°
2 cos 18° ൌ െ

1
2 

568. െ1 √2⁄  ;   569. 1 ; 570. 0  tanଶ 20° ൌ ଵିୡ୭ୱସ଴°
ଵାୡ୭ୱସ଴°

  

571. 1/5  េយើងមន 

cotଶ 36° cotଶ 72° െ 1 ൅ 1 ൌ 1 ൅
cos 108° cos 36°
sinଶ 36° sinଶ 72° ൌ 1 െ ሺcot 36° cot 72°ሻଶ

1
cos 36° cos 72°

ൌ 1 െ cotଶ 36° cotଶ 72°
2.2 sin 36°
sin 144°

ൌ 1 െ 4 cotଶ 36° . cotଶ 72°; ฺ 5cotଶ 36° cotଶ 72° ൌ 1 ฺ cotଶ 36° cotଶ 72°

ൌ
1
5 
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572. 433 េយើងមន 

tanଶ ቀ3
ߨ
18ቁ ൌ tanଶ

ߨ
6 ൌ

1
3 

tanଶ ൬3
ߨ5
18൰ ൌ tanଶ

ߨ5
6 ൌ

1
3 

tanଶ ൬3
ߨ7
18൰ ൌ tanଶ

ߨ7
6 ൌ

1
3 

ដេូចនះ ݔଵ ൌ
గ
ଵ଼
; ଶݔ ൌ

ହగ
ଵ଼
; ଷݔ ൌ

଻గ
ଵ଼

 ជរសឺបីៃនសមីករ tanଶ ݔ3 ൌ ଵ
ଷ
 ។ សមីករេនះសមមូលនងឹ 

ቆ
3 tan ݔ െ tanଷ ݔ
1 െ 3 tanଶ ݔ

ቇ
ଶ

ൌ
1
3
      ฻   

tan଺ ݔ െ 6 tanସ ݔ ൅ 9 tanଶ ݔ
9 tanସ ݔ െ 6 tanଶ ݔ ൅ 1

ൌ
1
3
 

฻   3 tan଺ ݔ െ 25 tanସ ݔ ൅ 33 tanଶ ݔ െ 1 ൌ 0 
ǂង ݐ ൌ tanଶ ݔ ൒ 0 េនះ ݐଵ ൌ tanଶ గ

ଵ଼
ଶݐ ; ൌ tanଶ ହగ

ଵ଼
; ଷݐ  ൌ tanଶ ଻గ

ଵ଼
 ជចំេលើយៃនសមីករ 

ଷݐ3 െ ଶݐ27 ൅ ݐ33 െ 1 ൌ 0 ។ ǂម្រទឹស្តីបទែវយត េយើងទញបន 

ଵݐ ൅ ଶݐ ൅ ଷݐ ൌ
27
3 ൌ 9; 

ଶݐଵݐ ൅ ଷݐଶݐ ൅ ଵݐଷݐ ൌ
33
3 ൌ 11 

ଷݐଶݐଵݐ ൌ
1
3 

ដេូចនះ 
 ܣ ൌ ଵଷݐ ൅ ଶଷݐ ൅  ଷଷݐ
ൌ ሺݐଵ ൅ ଶݐ ൅ ଷሻଷݐ െ 3ሺݐଵ ൅ ଶݐ ൅ ଶݐଵݐଷሻሺݐ ൅ ଷݐଶݐ ൅ ଵሻݐଷݐ ൅  ଷݐଶݐଵݐ3

ൌ 9ଷ െ 3.9.11 ൅ 3.
1
3 ൌ 433 

573. េយើងមន 

ቄsin ݔ1999 ൌ 0
0 ൏ ݔ ൏ ߨ ฻ ݔ ൌ

ߨ݇
1999 ; ݇ ൌ 1,2, … ,1998   ሺ1ሻ 

2 sin ݔ ൬
1
2 ൅ cos ݔ2 ൅ cos ݔ4 ൅ ൅ڮ cos  ൰ݔ1998

ൌ sin ݔ ൅ sinሺെݔሻ ൅ sin ݔ3 ൅ sinሺെ3ݔሻ ൅ sin ݔ5 ൅ ൅ڮ sinሺെ1997ݔሻ ൅ sin  ݔ1999
ൌ sin  ݔ1999

ฺ 
sin ݔ1999
sin ݔ ൌ 2 ൬

1
2 ൅ cos ݔ2 ൅ cos ݔ4 ൅ڮ൅ cos ൰ݔ1998 , ݔ׊ א ሺ0,  ሻ   ሺ2ሻߨ

េយើងដងឹថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់វជិជមន ݉ េយើងមន cos݉ݔ ជពហុធដេឺ្រកទី݉  ៃន cos េហើយ ݔ

ែដលមនេមគុណរបស់តួដេឺ្រកទី݉  េសមើ 2௠ିଵ (ពហុធ Tchebyshev)។ ដេូចនះ  2 ቀଵ
ଶ
൅ cos ݔ2 ൅

cos ݔ4 ൅ڮ൅ cos ቁ ជពហុធដេឺ្រកទ ី1998 ៃន cosݔ1998 េហើយែដលមនេមគុណរបស់តួដេឺ្រក ݔ

1998 េសមើ 2.2ଵଽଽ଼ିଵ ൌ 2ଵଽଽ଼ ។         

 (3) 

ព(ី១)(២)នងិ(៣) េយើងទញបន 
sin ݔ1999
sin ݔ ൌ 2 ൬

1
2 ൅ cos ݔ2 ൅ cos ݔ4 ൅ڮ൅ cos  ൰ݔ1998
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ൌ 2ଵଽଽ଼ෑ൬cos ݔ െ cos
ߨ݇
1999൰

ଵଽଽ଼

௞ୀଵ

 

ែតេយើងមន cos ଵଽଽ଼గ
ଵଽଽଽ

ൌ െcos గ
ଵଽଽଽ

; cos ଵଽଽ଻గ
ଵଽଽଽ

ൌ െcos ଶగ
ଵଽଽଽ

; … ; cos ଵ଴଴଴గ
ଵଽଽଽ

ൌ െ cos ଽଽଽగ
ଵଽଽଽ

; េនះ  

sin ݔ1999
sin ݔ ൌ 2ଵଽଽ଼ෑ൬cos ݔ െ cos

ߨ݇
1999൰

ଵଽଽ଼

௞ୀଵ

 

ൌ 2ଵଽଽ଼ෑ൬cosଶ ݔ െ cosଶ
ߨ݇
1999൰

ଽଽଽ

௞ୀଵ

     ሺ4ሻ 

កនងុ(៤) េយើងយក ݔ ൌ  េយើងទញបន 3/ߨ

sin 3ߨ1999
sin 3ߨ

ൌ 2ଵଽଽ଼ෑ൬
1
4 െ cosଶ

ߨ݇
1999൰

ଽଽଽ

௞ୀଵ

 

sin ቀ3ߨ ൅ ቁߨ666

sin 3ߨ
ൌ 2ଵଽଽ଼ෑቌ

1 െ 4 cosଶ ߨ݇
1999

2ଶ ቍ
ଽଽଽ

௞ୀଵ

 

ෑ൬1െ 4cosଶ
ߨ݇
1999൰

ଽଽଽ

௞ୀଵ

ൌ 1 

ដេូចនះ ܲ ൌ 1 ។ 

 

II. សមភព 
574. 575. 

ߙ  .576 ൅ ߚ ൅ ߛ ൌ ߨ ฺ ߙ  ൅ ߚ ൌ ߨ െ   ។ ߛ

577. 578. 579. 580. 581. 582. 583. 584. 585. 586. 587. 588. 589. 590. 591. 592. 593. 594. 

595.   

596.  េយើងមន 
16 sin 10° sin 30° sin 50° sin 70° ൌ 8 cos 80° cos 40° cos 20°

ൌ 4 cos 80° cos 40°
 2sin 20° cos 20°

sin 20° ൌ 2 cos 80°
2 sin 40° cos 40°

sin 20°
ൌ
2 cos 80° sin 80°

sin 20° ൌ
sin 160°
sin 20° ൌ

sinሺ180° െ 160°ሻ
sin 20° ൌ 1  

597.  េ្របើរបូមន្ត 2 cosଶ ߙ ൌ 1 ൅ cos ߙ2 , 2 sinଶ ߙ ൌ 1 െ cos   ߙ2

598.599. 

600.  េ្របើរបូមន្ត 1 േ sin ߙ ൌ ቀsin ఈ
ଶ
േ cos ఈ

ଶ
ቁ
ଶ
  

601. ǂង 2 2 ... 2n
n

R = + + + ។ េយើងមន  
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1 2
2 2 cos

2
R

π
= =  

2 2
2 2 2 2 cos

2
R

π
= + = +

3 3
2.2 cos 2 cos

2 2

π π
= =  

សនមតថ 
1

2 cos
2

n n
R

π
+

= ។ េយើងមន 

1 1 2
2 2 2 cos 2 cos

2 2
n n n n
R R

π π
+ + +

= + = + =
 

602.  េយើងមន 

2cos 2 2 cos 1x x= −  
( )cos 3 cos 2 cos 2 cos sin 2 sinx x x x x x x= + = −  

   ( )2 22 cos 1 cos 2 sin cosx x x x= − −  

   34 cos 3 cosx x= −  
( )cos 1 cos cos sin sinn x nx x nx x+ = −   

( ) ( )cos cos 1 cos sin 1 sinnx n x x n x x= − + −   

⇒ ( ) ( )sin 1 sin cos cos 1 cosn x x nx n x x− = − −  

( ) ( )sin sin 1 cos sin cos 1nx n x x x n x= − − −  

⇒ ( ) ( )2sin sin sin 1 sin cos sin cos 1nx x n x x x x n x= − − −   

 ( ) ( ) ( )2cos cos 1 cos 1 cos cos 1nx n x x x n x⎡ ⎤= − − − − −⎣ ⎦  

 ( )cos cos cos 1 cosnx x n x x= − −  

 ( ) ( )2cos 1 cos cos 1n x x n x− − + −  

⇒ ( )cos 1n x+  ( )2cos 1 cos cos 1x x n x⎡ ⎤= + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

  ( ) ( )2
11 cos cos cosnx x T x−= + −  

  ( )1 cosnT x+=  

603.  េយើងមន 

൫3 ൅ 2√2൯
௫
ൌ ൫√2 െ 1൯

௫
൅ 3    ฻   ൫√2 ൅ 1൯

ଶ௫
ൌ

1

൫√2 ൅ 1൯
௫ ൅ 3    ሺ1ሻ 

ǂង 2ݐ ൌ ൫√2 ൅ 1൯
௫
൐ 0 ។ សមីករ(1) សមមូលនងឹ 

ଶݐ4 ൌ
1
ݐ2 ൅ 3    ฻ ଷݐ4 െ ݐ3 ൌ

1
2         ሺ2ሻ 

អនគុមន ៍݂ሺݐሻ ൌ ଷݐ4 െ ݐ3 െ ଵ
ଶ
 មន  ែខƞេកងកត់អ័កƞǕប់សុីស្រតង់ចំនចុបីសថិតេនកនងុចេន្ល ះ 

ሺെ1; 1ሻ ។ មននយ័ថសមីករ(២)មនចំេលើយ ݐ א ሺെ1; 1ሻ ។ ǂង ݐ ൌ cos ߙែដល ߙ א ሺ0;  ሻ ។ߨ
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េយើងទញបន 

4 cosଷ ߙ െ 3 cosߙ ൌ
1
2    ฺ cos ߙ3 ൌ

1
2 

ฺ ߙ   ൌ േ
ߨ
9 ൅

ߨ2݇
3     ሺ݇ א Ժሻ 

េƽយ ߙ א ሺ0; ߙ  ሻ េនះߨ ൌ ቄగ
ଽ
; ହగ
ଽ
; ଻గ
ଽ
ቅ ។ ដេូចនះសមីករមនរសឺបីគ ឺݐଵ ൌ cos గ

ଽ
ଶݐ ; ൌ

cos ହగ
ଽ
; ଷݐ ൌ cos ଻గ

ଽ
 ។ េយើងមន ݐଶ; ଷݐ ൏ 0 ។ ដេូចនះមនែត ݐଵ ൌ cos గ

ଽ
 ែតមួយគត់ែដលេផទȣងផទ ត់ 

ݐ ൐ 0 ។មននយ័ថ൫√2 ൅ 1൯
௫
ൌ ݐ2 ൌ 2 cos గ

ଽ
  ។ 

604. េយើងមន 

sinଶ
ߨ
7 ൅ sinଶ

ߨ2
7 ൅ sinଶ

ߨ3
7 ൌ

1
2 ൬1 െ cos

ߨ2
7 ൅ 1 െ cos

ߨ4
7 ൅ 1 െ cos

ߨ6
7 ൰ 

ൌ
3
2 െ

1
2 ൬cos

ߨ2
7 ൅ cos

ߨ4
7 ൅ cos

ߨ6
7 ൰ 

ǂង ܣ ൌ cos ଶగ
଻
൅ cos ସగ

଻
൅ cos ଺గ

଻
 េនះ 

2 sin
ߨ
7 . ܣ ൌ 2 sin

ߨ
7 cos

ߨ2
7 ൅ 2 sin

ߨ
7 cos

ߨ4
7 ൅ 2 sin

ߨ
7 cos

ߨ6
7  

2 sin
ߨ
7 . ܣ ൌ sin

ߨ3
7 െ sin

ߨ
7 ൅ sin

ߨ5
7 െ sin

ߨ3
7 ൅ sin ߨ െ sin

ߨ5
7  

2 sin
ߨ
7 . ܣ ൌ െ sin

ߨ
7    ฺ ܣ   ൌ െ

1
2 

ฺ sinଶ
ߨ
7 ൅ sinଶ

ߨ2
7 ൅ sinଶ

ߨ3
7 ൌ

3
2 െ

1
2 ൬െ

1
2൰ ൌ

7
4 

III. សមកីរ 
605. ሼ݊ߨ; ݊ߨ2 േ ݊|4/ߨ3 א Ժሽ 

606. ሼ2݊ߨ േ ߨ 6⁄ ; ݊ߨ2 ൅ ݊|2/ߨ א Ժሽ 

607. ሼ݊ߨ 2⁄ ൅ ሺെ1ሻ௡ ߨ 12⁄  |݊ א Ժሽ 

608. ቄగ௡
ଷ
; ଶగ௡

ଷ
േ ଵ

ଷ
arccos ଵ

√ଶయ  ቚ ݊ א Ժቅ 

‐2

‐1.5

‐1

‐0.5

0

0.5

1

‐1.5 ‐1 ‐0.5 0 0.5 1 1.5

y
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609. ሼ݊ߨ ൅ ;4/ߨ ݊ߨ2 േ ߨ 3⁄  |݊ א Ժሽ 

610. ሼ݊ߨ ൅ ሺെ1ሻ௡ାଵ6/ߨ |݊ א Ժሽ 

611. ሼ2݊ߨ േ ݊| 3/ߨ א Ժሽ 

612. ቄ݊ߨ ൅ ሺെ1ሻ௡ arcsin ቀଶ
ଷ
ቁ ቚ ݊ א Ժቅ 

613. ሼ2݊ߨ േ ݊| 3/ߨ2 א Ժሽ 

614. ሼߨሺ5݊ ൅ 2ሻ ൅ ߨ 2⁄ ; ݊ |݊ߨ5 א Ժሽ 

615. ሼ݊ߨ; ݊ߨ2 ൅ ݊ |6/ߨ א Ժሽ 

616. ሼ݊ߨ ൅ ;4/ߨ ݊ߨ ൅ arctan 3| ݊ א Ժሽ 

617. ሼ݊ߨ െ arctanሺ1/2ሻ ; ݊ߨ ൅ arctan 2| ݊ א Ժሽ 

618. ሼ݊ߨ ൅ ;6/ߨ ݊ߨ ൅ ݊ |3/ߨ א Ժሽ 

619. ሼ݊ߨ ൅ ;4/ߨ3 ݊ߨ ൅ arccot 2| ݊ א Ժሽ 

620. ሼ݊ߨ ൅ ሺെ1ሻ௡ାଵ4/ߨ; ݊ߨ ൅ arccot 2| ݊ א Ժሽ 

621. ሼ݊ߨ ൅ ሺെ1ሻ௡4/ߨ| ݊ א Ժሽ 

622. ሼ2݊ߨ ൅ arctanሺ1/2ሻ| ݊ א Ժሽ 

623. ሼ2/݊ߨ ൅ ݊ |8/ߨ א Ժሽ 

624. ቄగ௡
ଶ
൅ ሺିଵሻ೙

ଶ
arcsin 2ሺ2 െ √3ሻቚ  ݊ א Ժቅ 

625. ቄగ௡
ଶ
൅ ሺିଵሻ೙

ଶ
arcsinሺ1 െ √3 ൅ 2ܽሻቚ  ݊ א Ժቅ ចំេពះ ܽ א ቂെ ଷ

ଶ
; ଵ
ଶ
ቃ 

626. ቄగ௡
ଶ
൅ ሺିଵሻ೙శభ

ଶ
గ
ଵଶ
 ቚ  ݊ א Ժቅ  

627. ቄగ௡
ହ
; ଶగ௡

ହ
േ ଵ

ହ
arccos ଵ

ସ
 ቚ  ݊ א Ժቅ  

628. ቄ݊ߨ ൅ ሺെ1ሻ௡ arcsin √ଷଷିଷ
ସ

 ቚ  ݊ א Ժቅ  

629. ሼ݊ߨ 5⁄ ൅ ሺെ1ሻ௡ߨ 20⁄ െ 6/5 | ݊ א Ժሽ  

630. ሼ݊ߨ 2⁄ ൅ ݊ | 4/ߨ א Ժሽ 

631. ሼߨሺ2݊ ൅ 1ሻ | ݊ א Ժሽ 

632. ቄ݊ߨ ൅ గ
ଶ
; ݊ߨ2 േ గ

ଷ
; ݊ߨ2 േ ሺߨ െ arccosሺ2/3ሻሻ ቚ  ݊ א Ժቅ   

633. ሼ݊ߨ െ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ േ ߨ 3⁄  | ݊ א Ժሽ  

634. ቄ2݊ߨ; ݊ߨ2 േ ߨ2 3⁄ ; ݊ߨ2 േ arccos ିଵേ√ହ
ସ

 ቚ  ݊ א Ժቅ  

635. ሼ݊ߨ ൅ arctan 5 | ݊ א Ժሽ  

636. ሼ݊ߨ ൅ ݊ | 4/ߨ א Ժሽ  

637. ሼ݊ߨ െ ݊ | 4/ߨ א Ժሽ  

638. ሼ2݊ߨ െ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ2  ൅ ߨ 2⁄ | ݊ א Ժሽ  

639. ሼ݊ߨ ൅ ߨ 2⁄ ; ݊ߨ  ൅ arctanሺ1/4ሻ| ݊ א Ժሽ  
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640. ሼ݊ߨ ൅ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ2  േ ߨ2 3⁄ | ݊ א Ժሽ  

641. ሼ݊ߨ ൅ arctan 2| ݊ א Ժሽ  

642. ሼ2݊ߨ; ݊ߨ ൅ ݊ |4/ߨ א Ժሽ  

643. ሼ݊ߨ െ ;4/ߨ ݊ |݊ߨ א Ժሽ  

644. ሼ݊ߨ ൅ ݊ |4/ߨ א Ժሽ  

645. ቄ݊ߨ െ గ
ସ
; ݊ߨ െ arctan 2ቚ  ݊ א Ժቅ  

646. ሼ݊ߨ ൅ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ െ arctanሺ1/4ሻ| ݊ א Ժሽ  

647. ቄ݊ߨ ൅ గ
ସ
; ݊ߨ ൅ arctanሺ3/5ሻቚ  ݊ א Ժቅ  

648. ሼ݊ߨ ൅ arctan 2 ; ݊ߨ െ arctanሺ3/4ሻ| ݊ א Ժሽ  សរេសរអងគខងǒ្ត ជំ െ2ሺsinଶ ݔ ൅

cosଶ ሻ រចួែចកអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ cosଶݔ  ។ ݔ

649. ቄ݊ߨ െ గ
ସ
; ݊ߨ ൅ arctan 5ቚ  ݊ א Ժቅ  

650. ൛݊ߨ െ arctan √4య ห ݊ א Ժൟ  

651. ሼ݊ߨ െ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ േ ݊ |3/ߨ א Ժሽ  បំែលងអងគខងǒ្ត ៃំនសមីករជ 3 sin ݔ ሺcos ݔ െ
sin ሻݔ ൅ 3 ൌ 3 sin ݔ cos ݔ െ 3 sinଶ ݔ ൅ 3ሺsinଶ ݔ ൅ cosଶ ሻݔ ൌ 3 cos ݔ ሺsin ݔ ൅ cos ሻݔ ൌ
3 cosଶ ݔ ሺtan ݔ ൅ 1ሻ 
652. ሼ2/݊ߨ| ݊ א Ժሽ  បំែលងអងគខងǒ្ត ៃំនសមីករជ 1 ൌ ሺsinଶ ݔ ൅ cosଶ ሻଶݔ ൌ sinସ ݔ ൅
2 sinଶ ݔ cosଶ ݔ ൅ cosସ  ݔ
653. ሼ2݊ߨ; ݊ߨ2 ൅ ݊ |3/ߨ א Ժሽ 

654. ሼ2݊ߨ ൅ ߨ 12⁄ ; ݊ߨ2 ൅ ݊ |12/ߨ7 א Ժሽ 

655. ሼ2݊ߨ 5⁄ െ ߨ 5⁄ ; 5/݊ߨ2 ൅ ݊ |15/ߨ2 א Ժሽ 

656. ሼ2݊ߨ; ݊ߨ2 ൅ ݊ |2/ߨ א Ժሽ 

657. ሼ2݊ߨ ൅ ݊ |3/ߨ5 א Ժሽ 

658. ቄ గ
ଵଶ
; గ
ଵଶ
ሺ2݊ ൅ 1ሻ; గ

଼
ሺ1 െ 2݊ሻቚ  ݊ א Գቅ 

659. ቄ݊ߨ ൅ ଻గ
ଵଶ
ቚ  ݊ א Ժቅ 

660. ൛4/݊ߨ| ݊ א Ժ ך ሼ4݇ ൅ 2|݇ א Ժሽൟ 

661. ൜గ௡
ଷ
െ గ

ଵଶ
ቚ ݊ א Ժ ך ሼ1 ൅ 3݉|݉ א Ժሽൠ 

662. ሼ׎ሽ 

663. ሼ݊ߨ|݊ א Ժሽ  បំែលងសមីករជ 2ሺtan ݔ3 െ tan ሻݔ2 ൌ tan2ݔ ሺ1 ൅ tan ݔ3 tan2ݔሻ (១)។ 

េបើ 1 ൅ tan ݔ3 tan ݔ2 ൌ 0 េនះ  
sin 3x sin ݔ2 ൅ cos ݔ3 cos ݔ2

cos ݔ2 cos ݔ3 ൌ 0  ฺ
cos ݔ

cos ݔ2 cos ݔ3 ൌ 0  ฺ
1

cos ݔ2 ሺ4 cosଶ ݔ െ 3ሻ ൌ 0 

មិនមនរសឺ។ ដេូចនះេយើងǕចែចកអងគទំងពរីៃនសមីករ(១) នងឹ 1 ൅ tan ݔ3 tan2ݔបន។ សមីករ

(១)េទជ 



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | III. សមីករ 173 

 

2
tan ݔ3 െ tan ݔ2
1 ൅ tan ݔ3 tan ݔ2

ൌ tan2ݔ 
2 tan ݔ ൌ tan  ݔ2

2 tan ݔ ൌ
2 tan ݔ

1 െ tanଶ  ݔ
tan ݔ ൌ 0 

664. ሼ90°݊ ൅ 25°|݊ א Ժሽ  

665. ሼ2݊ߨ|݊ א Ժሽ 

666. ሼ2݊ߨ െ ݊|2/ߨ א Ժሽ  

667. ቄ݊ߨ േ గ
଺
; ݊ߨ ൅ 2ቚ/ߨ ݊ א Ժቅ  

668. ሼ2݊ߨ േ 2arctan 5|݊ א Ժሽ 

669. ൛2݊ߨ േ 2arctan 3 ; ݊ߨ2  േ 2 arctanඥ3/11ห݊ א Ժൟ 

670. ቄ݊ߨ േ గ
ସ
ቚ ݊ א Ժቅ   

671. ቄ݊ߨ േ గ
ଷ
; ݊ߨ ൅ 2ቚ/ߨ ݊ א Ժቅ 

672. ሼ23/݊ߨ േ ߨ2 9⁄ ; 3/݊ߨ ൅ ݊|6/ߨ א Ժሽ  សរេសរសមីករជǍង cos 3ሺ3ݔሻ െ
2 cos 2ሺ3ݔሻ ൌ 2 
673. ሼ݊ߨ; ݊ߨ 2⁄ േ ݊|12/ߨ א Ժሽ  សរេសរសមីករជǍង 2cos 2ሺ2ݔሻ ൌ 1 ൅ cos 3ሺ2ݔሻ 

674. ሼ3݊ߨ|݊ א Ժሽ 

675. ቄగ௡
ଶ
; గ௡
ଶ
൅ ሺെ1ሻ௡ାଵ గ

ଵଶ
ቚ ݊ א Ժቅ 

676. ሼ2݊ߨ; ݊ߨ4 േ ݊|3/ߨ2 א Ժሽ 

677. ቄ݊ߨ ൅ ሺିଵሻ೙గ
଺

; ݊ߨ2 ൅ 2ቚ/ߨ ݊ א Ժቅ  េ្របើសមភព 

sin ൬
ߨ3
4 ൅

ݔ
2൰ ൌ sin ൬ߨ െ

ߨ3
4 െ

ݔ
2൰ ൌ sin ቀ

ߨ
4 െ

ݔ
2ቁ 

sin ൬
ߨ
4 ൅

3
2 ൰ݔ ൌ sin ൬ߨ െ

ߨ
4 െ

3
2 ൰ݔ ൌ sin 3 ቀ

ߨ
4 െ

ݔ
2ቁ 

678. ሼ݊ߨ െ ݊|4/ߨ א Ժሽ  

679. ቄ2݊ߨ േ arccos ௖
√௔మା௕మ

൅ arctan ௕
௔
ቚ ݊ א Ժቅ ចំេពះ ܿଶ ൑ ܽଶ ൅ ܾଶ ; ሼ׎ሽ ចំេពះ ܿଶ ൐ ܽଶ ൅

ܾଶ  ែចកអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ √ܽଶ ൅ ܾଶ េយើងទញបន 
ܽ

√ܽଶ ൅ ܾଶ
cos ݔ ൅

ܾ
√ܽଶ ൅ ܾଶ

sin ݔ ൌ
ܿ

√ܽଶ ൅ ܾଶ
   ሺ1ሻ 

េយើងមន  

൬
ܽ

√ܽଶ ൅ ܾଶ
൰
ଶ
൅ ൬

ܾ
√ܽଶ ൅ ܾଶ

൰
ଶ

ൌ 1 

 

េហើយ  

െ1 ൑
ܽ

√ܽଶ ൅ ܾଶ
; 

ܾ
√ܽଶ ൅ ܾଶ

൑ 1 
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ǂង ܽ √ܽଶ ൅ ܾଶ⁄ ൌ cos߶ ; ܾ √ܽଶ ൅ ܾଶ⁄ ൌ sin߶ ។ សមីករ(១) េទជ 

cos ݔ cos߶ ൅ sin ݔ sin߶ ൌ cosሺݔ െ ߶ሻ ൌ
ܿ

√ܽଶ ൅ ܾଶ
   ሺ2ሻ 

សមីករ(២) មនរសឺេបើ  
|ܿ|

√ܽଶ ൅ ܾଶ
൑ 1   ฺ ܿଶ ൑ ܽଶ ൅ ܾଶ 

េយើងទញបន 

ݔ െ ߶ ൌ ݇ߨ2 േ arctan ቀܿ/ඥܽଶ ൅ ܾଶቁ , ݇ א Ժ    ሺ3ሻ 

ែដល ߶ ൌ ݉ߨ2 ൅ arctan ௕
௔
  , ݉ א Ժ ។ ្រតង់េនះេយើងសនមតថ ܽ ൐ 0 ។ ករណី ܽ ൌ 0 សមីករេទ

ជ ܾ sin ݔ ൌ ܿ ។ ករណី ܽ ൏ 0 គុណសមីករនងឹ െ1 ។ 

680. ሼ݊ߨ െ ݊|8/ߨ א Ժሽ 

681. ቄ݊ߨ; గ௡
ଷ
െ గ

଺
ቚ ݊ א Ժቅ 

682. ቄସగ௡
ହ
൅ ଶగ

ହ
; ସగ௡

ଷ
൅ ଶగ

ଷ
ቚ ݊ א Ժቅ  

683. ቄగ௡
ସ
ቚ ݊ א Ժቅ  

684. ቄగ௡
ଶ
൅ గ

଼
; ݊ߨ ൅ ଷగ

ସ
ቚ ݊ א Ժቅ 

685. ቄ݊; ିଵേ√ସ௟ାଷ
ଶ

ቚ ݊ א Ժ; ݈ א Ժ଴ቅ; Ժ଴ ൌ ሼ0; 1; 2;… ሽ  

686. ሼ݊ߨ ൅ ݊|4/ߨ א Ժሽ 

687. ሼ4/݊ߨ|݊ א Ժሽ 

688. ቄగ௡
଺
൅ గ

ଵଶ
; ݊ߨ2 േ ଶగ

ଷ
ቚ ݊ א Ժቅ 

689. ሼ݊ߨ; ݊ߨ2 േ ߨ 6⁄ |݊ א Ժሽ 

690. ሼ݊ߨ െ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ ൅ ݊|2/ߨ א Ժሽ 

691. ሼ2݊ߨ 3⁄ ; ݊ߨ ൅ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ2 െ ݊|2/ߨ א Ժሽ 

692. ሼ2/݊ߨ|݊ א Ժሽ 

693. ሼ݊ߨ ൅ ݊|2/ߨ א Ժሽ 

694. ቄగ௡
଺
൅ గ

ସ଼
; గ௡
ସ
൅ ଷగ

ଷଶ
ቚ ݊ א Ժቅ 

695. Թ ך ሼ݊ߨ|݊ א Ժሽ 

696. ሼ݊ߨ 5⁄ ; ݊ߨ േ ݊|8/ߨ3 א Ժሽ 

697. ቄ4݊ߨ ൅ ଵ଻
଺
;ߨ ଼గ௡

ଷ
െ ହ

ଵ଼
;ߨ ଼గ௡

ଷ
൅ గ

଺
ቚ ݊ א Ժቅ 

698. ቄଶగ௡
ହ
; ݊ߨ ൅ గ

ଶ
; ݊ߨ2 ൅ ቚߨ ݊ א Ժቅ 

699. ቄగ௡
ହ
; గ௡
ଷ
൅ గ

଺
ቚ ݊ א Ժቅ 

700. ሼ݊ߨ ൅ ߨ 2⁄ ; ݊ߨ 6⁄ ൅ ߨ 24⁄ |݊ א Ժሽ 

701. ሼ݊ߨ 4⁄ ൅ ߨ 8⁄ ; ݊ߨ 3⁄ ൅ ሺെ1ሻ௡ାଵ ߨ 18⁄ |݊ א Ժሽ 

702. ሼ݊ߨ 5⁄ ൅ ሺെ1ሻ௡ାଵ ߨ 30⁄ ; ݊ߨ 4⁄ ൅ ߨ 16⁄ ; ݊ߨ ൅ ݊|4/ߨ3 א Ժሽ 



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | III. សមីករ 175 

 

703. ሼ݊ߨ ൅ ߨ 2⁄ ; ݊ߨ ൅ ሺെ1ሻ௡ߨ 6⁄ ; ݊ߨ2 േ ݊|3/ߨ2 א Ժሽ 

704. ሼ2/݊ߨ; ݊ߨ2 േ ݊|3/ߨ2 א Ժሽ 

705. ൜గ
଻
ሺ2݊ ൅ 1ሻቚ ݊ א Ժ  ך ሼ7݈ െ 4| ݈ א Ժሽൠ 

706. ሼ݊ߨ|݊ א Ժ ሽ 

707. ቄగ௡
ଷ
ቚ ݊ א Ժ ቅ 

708. ቄగ௡
ଵ଴
ቚ ݊ א Ժ ቅ 

709. ሼ݊ߨ 3⁄ ൅ ߨ 6⁄ ; ݊ߨ 5⁄ ൅ ߨ 10⁄ |݊ א Ժ ሽ 

710. ሼ݊ߨ; ݊ߨ 5⁄ ൅ ߨ 10⁄ |݊ א Ժ ሽ 

711. ሼ݊ߨ; ݊ߨ 3⁄ ൅ ߨ 6⁄ |݊ א Ժ ሽ 

712. ሼ݊ െ 5 12⁄ ; ݊ ൅ 1 4⁄ |݊ א Ժ ሽ 

713. ሼ݊ߨ 2⁄ ; ݊ߨ േ ߨ 6⁄ |݊ א Ժ ሽ  សមីករសមមូលនងឹ ሺ1 െ cos ሻݔ2 ൅ 2 sinଶ ݔ2 ൌ
ሺ1 െ cos ሻ; ฻ݔ6 2 sinଶ ݔ2 െ ሺcos ݔ2 െ cos ሻݔ6 ൌ 0  ฻ 2 sinଶ ݔ2 െ 2 sin ݔ2 sin ݔ4 ൌ 0  
714. ቄ݊ߨ 2⁄ ൅ గ

ସ
; గ௡
ହ
൅ ߨ 10⁄ ቚ ݊ א Ժ ቅ 

715. ሼ݊ߨ ൅ ߨ 2⁄ ; ݊ߨ2 11⁄ ൅ ߨ 11⁄ ; ݊ߨ2 5⁄ |݊ א Ժ ሽ 

716. ቄ݊ߨ േ ଵ
ଶ
arccos ଷ

ସ
ቚ ݊ א Ժ ቅ 

717. ቄଶగ௡
଻
൅ గ

଻
ቚ ݊ א Ժ ቅ 

718. ቄଶగ௡
଻
ቚ ݊ א Ժ ך ሼ7݇|݇ א Ժሽ ቅ 

719. ቄగ௡
ସ
൅ ሺെ1ሻ௡ାଵ గ

ଶସ
 ቚ ݊ א Ժ ቅ  សមីករសមមូលនងឹ sin ݔ cos ݔ3 ሺ1 െ cos ሻݔ2 ൅

cos ݔ sin ݔ3 ሺ1 ൅ cos ሻݔ2 ൌ െ ଷ
ସ
; ฻ ሺsin ݔ cos ݔ3 ൅ cos ݔ sin ሻݔ3 ൅ cos ݔ2 െ ଷ

ସ
 ฻

sin ݔ4 ൅ ଵ
ଶ
sin ݔ4 ൌ െ ଷ

ସ
; ฻ sin ݔ4 ൌ െ ଵ

ଶ
  ។ 

720. ቄ݊ߨ േ గ
଼
 ቚ ݊ א Ժ ቅ 

721. ቄగ௡
ଷ
൅ ሺെ1ሻ௡ గ

ଵ଼
 ቚ ݊ א Ժ ቅ  បំែបកអងគខងǒ្ត ៃំនសមីករ ଵ

ଶ
sin ݔ ቀ2 sin ቀగ

ଷ
െ ቁݔ sin ቀగ

ଷ
൅

൯ቁݔ ൌ ଵ
ଶ
sin ݔ ቀcos ݔ2 െ cos ଶగ

ଷ
ቁ ൌ ଵ

ସ
ሺ2 sin ݔ cos ݔ2 ൅ sin ሻݔ ൌ ଵ

ସ
ሺsin ݔ3 െ sin ݔ ൅ sin ሻݔ ൌ

ଵ
ସ
sin  ݔ3

722. ቄଶగ௡
ଷ
േ ଶగ

ଽ
 ቚ ݊ א Ժ ቅ 

723. ቄగ௡
ଷ
െ గ

ଽ
 ቚ ݊ א Ժ ቅ 

724. ሼ݊ߨ; ݊ߨ േ ݊| 6/ߨ א Ժ ሽ 

725. ሼ݊ߨ; ݊ߨ േ ݊| 6/ߨ א Ժ ሽ 

726. ቄ݊ߨ േ ଵ
ଶ
arccos ቀെ ହ

଺
ቁ  ቚ ݊ א Ժ ቅ 

727. ቄ݊ߨ േ ଵ
ଶ
arccos ቀെ ଵ

ସ
ቁ ; ݊ߨ േ ଵ

ଶ
arccos ቀଵ

ଷ
ቁ  ቚ ݊ א Ժ ቅ 

728. ሼ݊ߨ ൅ ݊|2/ߨ א Ժ ሽ 

729. ሼ݊ߨ േ ݊|8/ߨ א Ժ ሽ 
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730. ሼ݊ߨ േ ݊|6/ߨ א Ժ ሽ 

731. ሼ݊ߨ 2⁄ ൅ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ ൅ ݊|2/ߨ א Ժ ሽ 

732. ቄ݊ߨ 2⁄ ൅ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ േ ଵ
ଶ
arccos √ହିଵ

ଶ
ቚ ݊ א Ժ ቅ 

733. ቄ݊ߨ ൅ గ
ସ
; ݊ߨ ൅ ሺିଵሻ೙

ଶ
arcsin √ହିଵ

ଶ
ቚ ݊ א Ժ ቅ 

734. ቄగሺସ௡ାଵሻ
ଶ

; ሺ2݊ߨ ൅ 1ሻቚ ݊ א Ժ ቅ  ǂង sin ݔ െ cos ݔ ൌ  ݕ ฺ 1 െ sin ݔ2 ൌ  ଶ ។ݕ

735. ቄ݊ߨ െ గ
ସ
; గ௡
ଶ
൅ ሺെ1ሻ௡ାଵ గ

଼
ቚ ݊ א Ժ ቅ 

736. ቄ2݊ߨ ൅ గ
ସ
; ݊ߨ2 ൅ ଵଵగ

ଵଶ
; ݊ߨ2 െ ହగ

ଵଶ
; ቚ ݊ א Ժ ቅ 

737. ቄ2݊ߨ; ݊ߨ2 ൅ గ
ଶ
; ቚ ݊ א Ժ ቅ  

738. ቄ2݊ߨ െ గ
ଶ
; ݊ߨ െ గ

ସ
൅ ሺെ1ሻ௡ arcsin ቀ ଵ

√ଶ
െ 1ቁቚ ݊ א Ժ ቅ  

739. ሼሺ4݊ߨ ൅ ߨ 2⁄ ሻଶ; ሺ4݊ߨ ൅ ߨ11 6⁄ ሻଶ|݊ א Ժ଴ ;  ሺ4݉ߨ െ ߨ5 6⁄ ሻଶ|݉ א Գሽ  

740. ሼ2݊ߨ ൅ ݊|6/ߨ5 א Ժ ሽ  េƽះ្រǒយសមីកររក tan ជអនគុមនៃ៍ន sin ݔ  េយើងទញបន ݔ

tan ݔ ൌ ቌെ
2
√3

േ ඨെ2൬sin ݔ െ
1
2൰

ଶ

ቍ /2 

សមីករមនរសឺទល់ែត sin ݔ ൌ 1/2 នងិ tan ݔ ൌ െ1/√3 ។ 

741. ሼ2݊ߨ; ݊ߨ2 ൅ ݊|2/ߨ א Ժ ሽ  

742. ሼ2݊ߨ െ ݊|4/ߨ א Ժ ሽ  

743. ሼ2ߨሺ1 ൅ 4݊ሻ|݊ א Ժ ሽ  សំរលួសមីករជ 

sin
ݔ5
4 ൅ cos ݔ ൌ 2       ሺ1ሻ 

េƽយ sinሺ54/ݔሻ ൑ 1, cos ݔ ൑ 1 េនះសមីករ(១) មនរសឺទល់ែត sinሺ54/ݔሻ ൌ 1 នងិ cos ݔ ൌ

1 ។ 

744. ሼ݊ߨ 3⁄ ; ݊ߨ2 െ ݊|2/ߨ א Ժ ሽ 

745. ቄ݊ߨ െ arctan ଵ
଺
; ݊ߨ െ arctan ଵ

ଷ
ቚ ݊ א Ժ ቅ  

746. ቂ2݊ߨ െ గ
ଷ
; ݊ߨ2 ൅ ଶగ

ଷ
ቃ ; ݊ א Ժ  

747. ሼ݊ߨ േ ݊|6/ߨ א Ժ ሽ 

748. ሼ2݊ߨ ൅ ݊|4/ߨ3 א Ժ ሽ 

749. ቄ2݊ߨ െ arccos √ହିଵ
ଶ
ቚ ݊ א Ժቅ  

750. ሼ2݊ߨ ൅ ߨ 8⁄ ; ݊ߨ2 െ ߨ3 8⁄ |݊ א Ժሽ 

751. ቄగ௡
ଶ
; ݊ߨ ൅ ߨ 6⁄ ቚ ݊ א Ժቅ 

752. ሼ2݊ߨ ൅ ߨ 2⁄ ; ݊ߨ2 െ ߨ 6⁄ |݊ א Ժሽ  

753. ሼ2݊ߨ; ݊ߨ2 െ ߨ 2⁄ |݊ א Ժሽ  

754. ቄ2݊ߨ ൅ ଷగ
଼
; ݊ߨ2 ൅ ߨ7 8⁄ ; ݊ߨ2 ൅ ;ߨ ݊ߨ ൅ 4ቚ/ߨ ݊ א Ժቅ  
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755. ሼ2݊ߨ; ݊ߨ െ ݊|4/ߨ א Ժሽ  

756. ሼ݊ߨ 3⁄ ൅ ሺെ1ሻ௡ାଵ8/ߨ|݊ א Ժሽ  

757. ቄ݊ߨ ൅ arctan ଶ
ଷ
ቚ ݊ א Ժቅ  

758. ሼ2݊ߨ ൅ ߨ 12⁄ ; ݊ߨ2 െ ߨ7 12⁄ |݊ א Ժሽ  

759. ሼ2݊ߨ ൅ ߨ 6⁄ ; ݈ߨ2 3⁄ ൅ ,݊|18/ߨ5 ݈ א Ժሽ 

760. ሼ4݊ߨ ൅ ݊|6/ߨ13 א Ժሽ  

761. ሼ2݊ߨ ൅ arccosሺ1/3ሻ|݊ א Ժሽ 

762. ሼ2݊ߨ ൅ arccosሺ1/10ሻ|݊ א Ժሽ 

763. ሼ݊ߨ|݊ א Ժሽ  

764. ሼlogଶሺ݊ߨ 4⁄ ൅ ݊|8ሻ/ߨ א Ժ଴ሽ  

765. ቄ1; ଻
ଵଶ
;ߨ ݊ߨ െ గ

ଵଶ
; ݊ߨ ൅ ଻

ଵଶ
ቚߨ ݊ א Գቅ  

766. សមីករទំងពរីមិនដចូគន េទ។ សមីករទមួីយមនរសឺ ሼ݊ߨ െ ߨ 4⁄ ; ݊ߨ ൅ ߨ 2⁄ |݊ א Ժሽ សមីករ

ទពីរីមនរសឺሼ݊ߨ െ ߨ 4⁄ |݊ א Ժሽ ។ 

767.  ൣ√5 െ 1; 2൧ 

768.  យក ݔ ൌ 0 េយើងទញបន 1 ൅ ܾଶ ൌ cosሺܾଶሻ ។ នេំǕយ ܾ ൌ 0 ។ េយើងទញបន 
aሺcos ݔ െ 1ሻ ൌ cos ݔܽ െ 1     ሺכሻ 

េបើ ܽ ൌ 0 េនះ (*) ពតិចំេពះ្រគប់ ݔ ។ េនះេយើងសិកǜករណី ܽ ് 0 ម្តង។ េƽយ(*) ពតិជនចិច 

េនះ យក ݔ ൌ េយើងទញបន cos ߨ2 ߨ2ܽ ൌ 1 នេំǕយ 2ܽߨ ൌ ,ߨ2݇ ݇ א Ժ ដេូចនះ 
ܽ ൌ ݇, ܽ ് 0 

យក ݔ ൌ ଶగ
௔

  ជំនសួចូល(*) េយើងទញបន 

ܽ ൬cos
ߨ2
ܽ െ 1൰ ൌ 0 

េƽយ ܽ ് 0 េនះ cos ଶగ
௔
ൌ 1; ଶగ

௔
ൌ ݉;ߨ2݉ א Ժ ។ េយើងទញបន ܽ ൌ ଵ

௠
 ។ េƽយ ܽ א Ժ េនះ 

ܽ ൌ േ1 ។ 

េបើ ܽ ൌ 1; ܾ ൌ 0 េនះ cos ݔ െ 1 ൌ cos ݔ െ 1   ពតិ្រគប់ ݔ  ។ 

េបើ ܽ ൌ െ1; ܾ ൌ 0 េនះ െcos ݔ ൅ 1 ൌ cos ݔ െ 1   មិនពតិ្រគប់ ݔ  ។ 

ដេូចនះសមីករពតិ្រគប់ݔ េបើ ሺܽ ൌ 0; ܾ ൌ 0ሻ រ ឺሺܽ ൌ 1; ܾ ൌ 0ሻ ។ 

 

 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
769. ቄቀ2݊ߨ േ arccos √ହ଻ି଺

ଷ
൅ ଵଷగ

ଶ
; ݊ߨ2 േ arccos √ହ଻ି଺

ଷ
ቁ |݊ א Ժቅ 

770. ቄቀ݊ߨ ൅ గ
ଶ
; గ
଺
െ ቁ݊ߨ |݊ א Ժቅ  
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771. ቄቀ2݊ߨ േ arccos ௔
ଶୡ୭ୱሺగ/଼ሻ

൅ గ
଼
; గ
଼
െ ݊ߨ2 േ arccos ௔

ଶୡ୭ୱሺగ/଼ሻ
ቁ |݊ א Ժቅ ចំេពះ ܽ א

ቂെ2 cos ஠
଼
; 2 cos ஠

଼
ቃ 

772. ቄቀగ
ହ
ሺ݊ ൅ 4݇ሻ േ ଶగ

ଵହ
൅ ሺିଵሻ೙

ହ
arcsin 2௔ ; గ

ହ
ሺ݊ െ 6݇ሻ േ గ

ହ
൅ ሺିଵሻ೙

ହ
arcsin 2௔ቁ |݊, ݇ א Ժቅ 

ចំេពះ ܽ א ሺെ∞; 0ሿ 

773. ቄቀߨ ቀ݊ ൅ ௞
ଶ
ቁ ൅ గ

଺
; ߨ ቀെ݊ ൅ ௞

ଶ
ቁ ൅ గ

ଷ
ቁ ; ቀߨ ቀ݊ ൅ ௞

ଶ
ቁ ൅ గ

ଷ
; ߨ ቀെ݊ ൅ ௞

ଶ
ቁ ൅ గ

଺
ቁ |݊, ݇ א Ժቅ  

774. ቄቀగ
ସ
൅ ;݊ߨ ሺ2݊ߨ െ ݉ሻ ൅ గ

ସ
ቁ |݊,݉ א Ժቅ 

775. ቄቀ2݊ߨ ൅ గ
଺
; ݇ߨ2 ൅ గ

ଷ
ቁ ; ቀ2݊ߨ ൅ ଻గ

଺
; ݇ߨ2 ൅ ସగ

ଷ
ቁ ; ቀ2݊ߨ െ గ

଺
; ݇ߨ2 ൅ ଶగ

ଷ
ቁ ; ቀ2݊ߨ ൅

ହగ
଺
; ݇ߨ2 ൅ ହగ

ଷ
ቁ |݊, ݇ א Ժቅ 

776. ቄቀ݊ߨ െ గ
ସ
; ݉ߨ ൅ ሺെ1ሻ௠ గ

଺
ቁ |݊,݉ א Ժቅ  

777. ቄቀ2݊ߨ േ ଷగ
ସ
; ݉ߨ ൅ ሺെ1ሻ௠ గ

଺
ቁ |݊,݉ א Ժቅ  

778. ቄቀ2݊ߨ ൅ గ
ଶ
; ݇ߨ2 േ arccos ቀെ ௔

ଷ
ቁቁ |݊, ݇ א Ժቅ ចំេពះ ܽ א ሺെ3; 3ሿ; 

ቄቀ2݊ߨ ൅ గ
ଶ
; ቁ݇ߨ2 ; ൬2݊ߨ െ గ

ଶ
; ሺ2݇ߨ ൅ 1ሻ൰ |݊, ݇ א Ժቅ ចំេពះ ܽ ൌ െ3 

779. ቄቀ2݊ߨ േ arccos ଵ
௔
; ݇ߨ െ arctanሺܽ ൅ 2ሻቁ ; ቀ2݊ߨ േ arccos ଵ

௔ାଶ
; ݇ߨ െ arctan ܽቁቚ ݊, ݇ א

Ժቅ ចំេពះ ܽ א ሺെ∞;െ3ሿ ׫ ሾ1;∞ሻ; ቄቀ2݊ߨ േ arccos ଵ
௔
; ݇ߨ െ arctanሺܽ ൅ 2ሻቁቚ ݊, ݇ א Ժቅ 

ចំេពះ ܽ א ሺെ3;െ1ሿ; ቄቀ2݊ߨ േ arccos ଵ
௔ାଶ

; ݇ߨ െ arctan ܽቁቚ ݊, ݇ א Ժቅ ចំេពះ ܽ א ሺെ1; 1ሻ 

780. ቄቀగ௞
ଶ
൅ ሺെ1ሻ௞ାଵ గ

଼
 ; గ௡

ହ
െ ଵ

ହ
arctan ଵ

√ଶ
ቁቚ ݊, ݇ א Ժቅ  

781.  ǂង ܽ ൌ tan ݔ ; ܾ ൌ tan ݕ ; ܿ ൌ tan  ។ េយើងទញបន ݖ

൜ܽ
ଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൌ ݉ଶ    ሺ1ሻ

ܽଷ ൅ ܾଷ ൅ ܿଷ ൌ ݉ଷ     ሺ2ሻ 

ក) េបើ ݉ ൌ 0 េនះ ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ ൌ 0 េយើងទញបន ሺݔ; ;ݕ ሻݖ ൌ ሺߨ݌; ;ߨ݄  ሻߨ݇

ខ) េបើ ݉ ് 0 េលើកសមីករទ(ី២)ជកេរ េយើងទញបន 
݉଺ ൌ ሺܽଷ ൅ ܾଷ ൅ ܿଷሻଶ 

ǂមវសិមភពកូសីុǒ្វ ត េយើងទញបន 
݉଺ ൌ ሺܽଷ ൅ ܾଷ ൅ ܿଷሻଶ ൑ ሺܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶሻሺܽସ ൅ ܾସ ൅ ܿସሻ 
ฺ  ݉଺ ൑ ݉ଶሺܽସ ൅ ܾସ ൅ ܿସሻ 
ฺ   ݉ସ ൑ ܽସ ൅ ܾସ ൅ ܿସ         ሺ4ሻ 

សមីករទ(ី១) នេំǕយ 
݉ସ ൌ ሺܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶሻଶ ൌ ሺܽସ ൅ ܾସ ൅ ܿସሻ ൅ 2ሺܽଶܾଶ ൅ ܾଶܿଶ ൅ ܿଶܽଶሻ 

េហើយǂម(៤) េយើងទញបន 
ሺܽସ ൅ ܾସ ൅ ܿସሻ ൅ 2ሺܽଶܾଶ ൅ ܾଶܿଶ ൅ ܿଶܽଶሻ ൑ ܽସ ൅ ܾସ ൅ ܿସ 
ฺ ܽଶܾଶ ൅ ܾଶܿଶ ൅ ܿଶܽଶ ൑ 0 

ฺ ൝
ܽଶܾଶ ൌ 0
ܾଶܿଶ ൌ 0
ܿଶܽଶ ൌ 0

 

ฺ ሺܽ ൌ ݉; ܾ ൌ ܿ ൌ 0ሻ; ሺܽ ൌ 0; ܾ ൌ ݉; ܿ ൌ 0ሻ; ሺܽ ൌ ܾ ൌ 0; ܿ ൌ ݉ሻ 
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ฺ ൥
ݔ ൌ arctan݉ ൅ ;ߨ݌ ݕ ൌ ;ߨ݄ ݖ ൌ ߨ݇
ݔ ൌ ;ߨ݌ ݕ ൌ arctan݉ ൅ ;ߨ݄ ݖ ൌ ߨ݇
ݔ ൌ ;ߨ݌ ݕ ൌ ;ߨ݄ ݖ ൌ arctan݉ ൅ ߨ݇

 

ដេូចនះចំេពះ្រគប់ ݉ សមីករមនចំេលើយ 

൥
ݔ ൌ arctan݉ ൅ ;ߨ݌ ݕ ൌ ;ߨ݄ ݖ ൌ ߨ݇
ݔ ൌ ;ߨ݌ ݕ ൌ arctan݉ ൅ ;ߨ݄ ݖ ൌ ߨ݇
ݔ ൌ ;ߨ݌ ݕ ൌ ;ߨ݄ ݖ ൌ arctan݉ ൅ ߨ݇

 

V. វសិមភព 
782.  េƽយ ߨ 6⁄ ൏ ߙ ൏ ߨ 3⁄  េនះ 1 sin ⁄ߙ ൏ 2 នងិ 1 cos ⁄ߙ ൏ 2 ។ ដេូចនះ 

0 ൑
ߨ sin ݔ
4 sin ߙ ൑

ߨ
4 sin ߙ ൏

ߨ
2 ; 0 ൑

ߨ cos ݔ
4 cos ߙ ൑

ߨ
4 cos ߙ ൏

ߨ
2 

ฺ   tan ൬
ߨ sin ݔ
4 sin ൰ߙ ൒ 0; tan ቀ

ߨ cos ݔ
4 cos ቁߙ ൒ 0 

ករណី ݔ ൏ េនះ cos ߙ ݔ ൐ cos  េយើងទញបន  ߙ

tan ൬
ߨ sin ݔ
4 sin ൰ߙ ൅ tan ቀ

ߨ cos ݔ
4 cos  ቁߙ ൒ tan ቀ

ߨ cos ݔ
4 cos  ቁߙ ൐ tan ቀ

ߨ cos ߙ
4 cos ቁߙ ൌ 1 

ករណី ݔ ൌ  េយើងទញបន ߙ

tan ൬
ߨ sin ݔ
4 sin ൰ߙ ൅ tan ቀ

ߨ cos ݔ
4 cos  ቁߙ ൌ tan ൬

ߨ sin ߙ
4 sin ൰ߙ ൅ tan ቀ

ߨ cos ߙ
4 cos ቁߙ ൌ 2 ൐ 1 

ករណី ݔ ൐ េនះ sin ߙ ݔ ൐ sin  េយើងទញបន  ߙ

tan ൬
ߨ sin ݔ
4 sin ൰ߙ ൅ tan ቀ

ߨ cos ݔ
4 cos  ቁߙ ൒ tan ൬

ߨ sin ݔ
4 sin  ൰ߙ ൐ tan ൬

ߨ sin ߙ
4 sin ൰ߙ ൌ 1 

783.  វសិមភពសមមូលនងឹ 
4 tanଶ ܣ tanଶ ܤ tanଶ ܥ െ 4ሺtanଶ ܣ ൅ tanଶ ܤ ൅ tanଶ ሻܥ െ 3

൑ ሺ1 ൅ tanଶ ሻሺ1ܣ ൅ tanଶ ሻሺ1ܤ ൅ tanଶ  ሻܥ

฻ 4൬
1

cosଶ ܣ െ 1൰ ൬
1

cosଶ ܤ െ 1൰ ൬
1

cosଶ ܥ െ 1൰ െ 4൬
1

cosଶ ܣ ൅
1

cosଶ ܤ ൅
1

cosଶ ܥ െ 3൰ െ 3

൑
1

cosଶ ܣ
1

cosଶ ܤ
1

cosଶ  ܥ

฻ cosଶ ܣ ൅ cosଶ ܤ ൅ cosଶ ܥ ൒
3
4 

฻
1 ൅ cos ܣ2

2 ൅
1 ൅ cos ܤ2

2 ൅ cosଶ ܥ ൒
3
4 

฻ 2ሺcos ܣ2 ൅ cos ሻܤ2 ൅ 4 cosଶ ܥ ൅ 1 ൒ 0 
฻ 4cosሺܣ ൅ ሻܤ cosሺܣ െ ሻܤ ൅ 4 cosଶ ܥ ൅ 1 ൒ 0 
฻ 4cosଶ ܥ െ 4 cos ܥ cosሺܣ െ ሻܤ ൅ 1 ൒ 0 
฻ ሾ2 cos ܥ െ cosሺܣ െ ሻሿଶܤ ൅ sinଶሺܣ െ ሻܤ ൒ 0  

ពតិ។ 

784.  េយើងមន 

1 െ sin
ߨ
14 ൌ sin

ߨ3
14 െ sin

ߨ
14 ൅ sin

ߨ5
14 െ sin

ߨ3
14 ൅ sin

ߨ7
14 െ sin

ߨ5
14 

ൌ 2 sin
ߨ
14 ൬cos

ߨ
7 ൅ cos

ߨ2
7 ൅ cos

ߨ3
7 ൰               ሺ1ሻ 
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ฺ   
1 െ sin ߨ

14
2 sin ߨ

14
ൌ cos

ߨ
7 ൅ cos

ߨ2
7 ൅ cos

ߨ3
7                ሺ2ሻ 

cos
ߨ
7 ൌ

1
2 ൬cos

ߨ
7 ൅ cos

ߨ3
7 ൅ cos

ߨ5
7 ൅ cos

ߨ
7 ൅ cos

ߨ4
7 ൅ cos

ߨ2
7 ൰ 

ൌ cos
ߨ
7 cos

ߨ2
7 ൅ cos

ߨ3
7 cos

ߨ2
7 ൅ cos

ߨ3
7 cos

ߨ
7        ሺ3ሻ 

ǂង ݔ ൌ cos గ
଻
; ݕ ൌ cos ଶగ

଻
, ݖ ൌ cos ଷగ

଻
 ។ ǂម(២) នងិ (៣) វសិមភពǕចសរេសរជ 

ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൐ ඥ3ሺݕݔ ൅ ݖݕ ൅  ሻ            ሺ4ሻݔݖ
េƽយ ݔ, ,ݕ ݖ ൐ 0 េនះ (៤) Ǖចសរេសរជ 

ሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻଶݖ ൐ 3ሺݕݔ ൅ ݖݕ ൅  ሻݔݖ
฻ ሺݔ െ ሻଶݕ ൅ ሺݕ െ ሻଶݖ ൅ ሺݖ െ ሻଶݔ ൐ 0     ሺ5ሻ 

េƽយ ݔ, ,ݕ មនតៃំលខុសគន ݖ  េនះវសិមភព(៥)ពតិ។ 

785.  េƽយ ݔ௜ א ቂ
గ
଺
; గ
ଶ
ቃ េនះ 

1
2 ൑ sin ௜ݔ ൑ 1   ฻   ሺsin ௜ݔ െ 1ሻ ൬sin ௜ݔ െ

1
2൰ ൑ 0;   ሺ݅ ൌ 1; 2;… 2݊ሻ 

฻ sinଶ ௜ݔ െ
3
2 sin ௜ݔ ൅

1
2 ൑ 0 

฻ sin ௜ݔ ൅
1

2 sin ௜ݔ
൑
3
2 

ฺ ෍sin ௜ݔ

ଶ௡

௜ୀଵ

൅
1
2෍

1
sin ௜ݔ

ଶ௡

௜ୀଵ

൑
3
22݊ ൌ 3݊ 

ǂមវសិមភពកូសីុ េយើងមន 

෍sin ௜ݔ

ଶ௡

௜ୀଵ

൅
1
2෍

1
sin ௜ݔ

ଶ௡

௜ୀଵ

൒ 2 ඨ
1
2ܻ 

េយើងទញបន ܻ ൑ ଽ
ଶ
݊ଶ ។ េយើងមន ܻ ൌ 1800; ฺ ݊ ൒ 20 ។សញញ េសមើេកើតមនទល់ែត 

sin ௜ݔ ൌ 1 រ ឺsin ௜ݔ ൌ
ଵ
ଶ
 នងិ ∑ sin ௜ଶ௡ݔ

௜ୀଵ ൌ ଵ
ଶ
∑ ଵ

ୱ୧୬௫೔
ଶ௡
௜ୀଵ  ។ ǂង ߙ ជចំននួsin ௜ݔ ൌ 1 នងិ ߚ ជ

ចំននួ sin ௜ݔ ൌ
ଵ
ଶ
 ។ ដេូចនះ 

ߙ ൅ ߚ ൌ 2݊; ߙ ൅
1
ߚ2 ൌ

1
ߙ2 ൅   ߚ ฺ ߙ ൌ ߚ ൌ ݊ 

ដេូចនះ ݊ តូចបំផុតេសមើ ݊ ൌ 20 ។ 
786.  េយើងមន 

tan
ܣ
4 ൌ tan ൬

ߨ
4 െ

ܤ ൅ ܥ
4 ൰ 

ฺ  tan
ܣ
4 ൅ tan

ܤ
4 ൅ tan

ܥ
4 ൅ tan

ܣ
4 tan

ܤ
4 ൅ tan

ܤ
4 tan

ܥ
4 ൅ tan

ܥ
4 tan

ܣ
4

ൌ 1 ൅ tan
ܣ
4 tan

ܤ
4 tan

ܥ
4 

ǂមវសិមភពកូសីុេយើងទញបន 
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tan
ܣ
4 ൅ tan

ܤ
4 ൅ tan

ܥ
4 ൒ 3ඨtan

ܣ
4 tan

ܤ
4 tan

ܥ
4

ଷ
 

tan
ܣ
4 tan

ܤ
4 ൅ tan

ܤ
4 tan

ܥ
4 ൅ tan

ܥ
4 tan

ܣ
4 ൒ 3ඨ൬tan

ܣ
4 tan

ܤ
4 tan

ܥ
4൰

ଶయ

 

ដេូចនះ 

1 ൅ tan
ܣ
4 tan

ܤ
4 tan

ܥ
4 ൒ 3ඨtan

ܣ
4 tan

ܤ
4 tan

ܥ
4

ଷ
൅ 3ඨ൬tan

ܣ
4 tan

ܤ
4 tan

ܥ
4൰

ଶଷ
 

ǂង ݐ ൌ ටtan ஺
ସ
tan ஻

ସ
tan ஼

ସ
య ൐ 0 ។ ដេូចនះ 

1 ൅ ଷݐ ൒ ݐ3 ൅  ଶݐ3
ฺ ݐ ൑ 2 െ √3; រ ឺ ݐ ൒ 2 ൅ √3 

េƽយ ܣ, ,ܤ ជរង្វ ܥ ស់មំុកនងុៃន្រតេីកណ េនះ 0 ൏ ݐ ൏ 1 ដេូចនះ ݐ ൑ 2 െ √3 ។ មននយ័ថ 

tan
ܣ
4 tan

ܤ
4 tan

ܥ
4 ൑ ൫2 െ √3൯

ଷ
 

សញញ េសមើេកើតមនេពល tan ஺
ସ
ൌ tan ஻

ସ
ൌ tan ஼

ସ
ൌ 2 െ √3  រេឺពល ܣ ൌ ܤ ൌ ܥ ൌ గ

ଷ
 ។ ដេូចនះតៃំលធំ

បំផុតគ ឺmaxܶ ൌ ൫2 െ √3൯
ଷ
។ 

787.  េយើងមន 0 ൏ ሺ݊ ൅ 1ሻݔ ൏ ដេូចនះ 0 2/ߨ ൏ ݔ݊ ൏ గ
ଶ
; 0 ൏ ݔ ൏ ។ វសិមភពǕច 2/ߨ

សរេសរជ 
tan ݔ݊ sin ݔ ൅ cosଶ௡ ݔ ൐ 1 

ǂង ݂ሺ݊ሻ ൌ tan ݔ݊ sin ݔ ൅ cosଶ௡ ។ េយើងនងឹបង្ហ ݔ ញថ 
݂ሺ݇ ൅ 1ሻ ൐ ݂ሺ݇ሻ, ݇׊ ൌ 0,1,2, … , ݊ െ 1 

េយើងមន ݂ሺ݇ ൅ 1ሻ ൐ ݂ሺ݇ሻ 
฻ tanሺ݇ ൅ 1ሻݔ sin ݔ ൅ cosଶሺ௞ାଵሻ ݔ ൐ tan݇ݔ sin ݔ ൅ cosଶ௞  ݔ
฻ cosଶ௞ ݔ െ cosଶ௞ାଶ ݔ ൏ sin ݔ ሺtanሺ݇ ൅ 1ሻݔ െ tan݇ݔሻ 

฻ cosଶ௞ ݔ sinଶ ݔ ൏
sin ݔ sin ݔ

cosሺ݇ ൅ 1ሻݔ cos  ݔ݇

฻ cosଶ௞ ݔ ൏
1

cosሺ݇ ൅ 1ሻݔ cos  ݔ݇

฻ cosଶ௞ ݔ cosሺ݇ ൅ 1ሻݔ cos ݔ݇ ൏ 1 
ពតិ។ ដេូចនះ ݂ሺ݊ሻ ൐ ݂ሺ݊ െ 1ሻ ൐ ڮ ൐ ݂ሺ0ሻ ൌ 1 ពតិ។ 

788.  េបើ ܣ, ,ܤ  ជមំុកនងុៃន្រតេីកណ េនះ ܥ

cot
ܣ
2 ൅ cot

ܤ
2 ൅ cot

ܥ
2 ൌ cot

ܣ
2 cot

ܤ
2 cot

ܥ
2 ; 

tan
ܣ
2 tan

ܤ
2 ൅ tan

ܤ
2 tan

ܥ
2 ൅ tan

ܥ
2 tan

ܣ
2 ൌ 1 

វសិមភពសមមូលនងឹ 

27 ൬tan
ܣ
2 tan

ଶ ܤ
2 ൅ tan

ܤ
2 tan

ଶ ܥ
2 ൅ tan

ܥ
2 tan

ଶ ܣ
2൰ ൏ 4 ൬cot

ܣ
2 cot

ܤ
2 cot

ܥ
2൰ 

฻ tan
ܣ
2 tan

ܤ
2 tan

ܥ
2 ൬tan

ܣ
2 tan

ଶ ܤ
2 ൅ tan

ܤ
2 tan

ଶ ܥ
2 ൅ tan

ܥ
2 tan

ଶ ܣ
2൰ ൏

4
27 
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ǂង ݔ ൌ tan ஻
ଶ
tan ஼

ଶ
; ݕ ൌ tan ஼

ଶ
tan ஺

ଶ
; ݖ ൌ tan ஺

ଶ
tan ஻

ଶ
 ។ ដេូចនះ ݔ, ,ݕ ݖ ൐ 0; ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ 1 

េហើយវសិមភពសមមូលនងឹ 

ݕଶݔ ൅ ݖଶݕ ൅ ݔଶݖ ൏
4
27      ሺ1ሻ 

ǂង ܲ ൌ ݕଶݔ ൅ ݖଶݕ ൅ ݔ ។ សនមតថ ݔଶݖ ൒ ݕ ൐ 0; ݔ ൒ ݖ ൐ 0  ฺ ݖଶݕ ൑ ;ݖݕݔ ݔଶݖ ൑  ។ ݖଶݔ

ដេូចនះ 

ܲ ൌ ݕଶݔ ൅ ݖଶݕ ൅ ݔଶݖ ൑ xଶݕ ൅ ݖݕݔ ൅
1
2 ݖ

ଶݔ ൅
1
2 ݔ

ଶݖ 

ൌ ݔሺݕݔ ൅ ሻݖ ൅
1
2 ݖݔ

ሺݔ ൅  ሻݖ

ൌ ݔሺݔ ൅ ሻݖ ቀݕ ൅
ݖ
2ቁ ൌ 4.

ݔ
2 ൬
ݔ ൅ ݖ
2 ൰ ቀݕ ൅

ݖ
2ቁ  

េ្របើវសិមភពកូសីុ ចំេពះត ួ௫
ଶ
, ቀ௫ା௭

ଶ
ቁ , ቀݕ ൅ ௭

ଶ
ቁ េហើយេƽយដងឹថ ௫

ଶ
് ௫ା௭

ଶ
 េយើងទញបន 

ܲ ൏ 4ቌ
ݔ
2 ൅

ݔ ൅ ݖ
2 ൅ ݕ ൅ 1

2 ݖ
3 ቍ

ଷ

ൌ 4 ൬
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ

3 ൰
ଷ
ൌ

4
27 

789.  ǂង ܽ, ܾ, ܿ ជរង្វ ស់្រជុងឈមនងឹមំុ ܣ, ,ܤ  ។ ǂម្រទឹស្តីបទសីុនសុ េយើងមន ܥ

sin ܣ ൌ
ܽ
2ܴ

; sinܤ ൌ
ܾ
2ܴ

; sin ܥ ൌ
ܿ
2ܴ

 

ฺ     
ܽଶ ൅ ܾଶ

ܿଶ ൌ ݉ 

ǂម្រទឹស្តីបទកូសុនីសុ េយើងទញបន 
ܽଶ ൅ ܾଶ ൌ ݉ሺܽଶ ൅ ܾଶ ൅ 2ܾܽ cos  ሻܥ

ฺ |cos |ܥ ൌ
|݉ െ 1|
݉

ܽଶ ൅ ܾଶ

2ܾܽ ൒
|݉ െ 1|
݉  

ฺ sinଶ ܥ ൌ 1 െ cosଶ ܥ ൑ 1 െ
ሺ݉ െ 1ሻଶ

݉ଶ ൌ
2݉ െ 1
݉ଶ  

ฺ sin ܥ ൑
√2݉ െ 1

݉  

សញញ េសមើេកើតមនេពល ܽ ൌ ܾ រ ឺܣ ൌ ។ ដេូចនះ maxܤ sin ܥ ൌ √ଶ௠ିଵ
௠

 ។ 

790.  េយើងមន 
 ݂ሺtan ሻݔ2 ൌ tanସ ݔ ൅ cotସ ݔ ൌ ሺtanଶ ݔ ൅ cotଶ ሻଶݔ െ 2 tanଶ ݔ cotଶ  ݔ

ൌ ሺሺtan ݔ ൅ cot ሻଶݔ െ 2 tan ݔ cot ሻଶݔ െ 2 

ൌ ൬
1

sinଶ cosଶ ݔ െ 2൰
ଶ

െ 2 

ൌ ൬
4

sinଶ ݔ2 െ 4 ൅ 2൰
ଶ

െ 2 

ൌ ቆ4
cosଶ ݔ2
sinଶ ݔ2

൅ 2ቇ
ଶ

െ 2 

ൌ ൬
4

tanଶ ݔ2 ൅ 2൰
ଶ

െ 2 

ൌ
16

tanସ ݔ2 ൅
16

tanଶ ݔ2 ൅ 2 
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ǂង ݐ ൌ tan ݔ2  ฺ   ݂ሺݐሻ ൌ 16 ⁄ସݐ ൅ 16 ⁄ଶݐ ൅ 2 ។ ដេូចនះ 

݂ሺsin ሻݔ ൅ ݂ሺcos ሻݔ ൌ 16 ൤
1

sinସ ݔ ൅
1

cosସ ݔ ൅
1

sinଶ ݔ ൅
1

cosଶ ൨ݔ ൅ 4 
ൌ 16ሾ4 ൅ 3ሺcotଶ ݔ ൅ tanଶ ሻݔ ൅ cotସ ݔ ൅ tanସ ሿݔ ൅ 4 

ǂមវសិមភពកូសីុ េយើងមន 
cotଶ ݔ ൅ tanଶ ݔ ൒ 2 
cotସ ݔ ൅ tanସ ݔ ൒ 2  

សញញ េសមើេកើតមនេពល tanଶ ݔ ൌ 1 ។ ដេូចនះ 
݂ሺsin ሻݔ ൅ ݂ሺcos ሻݔ ൒ 16ሾ4 ൅ 3.2 ൅ 2ሿ ൅ 4 ൌ 196 

សញញ េសមើេកើតមនេពល ݔ ൌ గ
ସ
൅ ݇ గ

ଶ
  ሺ݇ א Ժሻ ។ 

791.  ជដំបូងេយើងបង្ហ ញថវសិមភព  
ܽ
ܾ ൒

ܽ െ ݐ
ܾ െ ݐ         

ሺ1ሻ 

ពតិចំេពះ្រគប់ ܽ, ܾ, ݐ א Թ ែដល ܽ ൏ ܾ; ܾ ൐ ݐ ൒ 0 ។ េយើងមន 
ܽ
ܾ ൒

ܽ െ ݐ
ܾ െ ݐ     ฻      ܽሺܾ െ ሻݐ ൒ ሺܽ െ  ሻܾݐ

฻   ܾܽ െ ݐܽ ൒ ܾܽ െ  ݐܾ
฻ ݐܽ    ൑  ݐܾ

฻    0 ൑ ሺܾݐ െ ܽሻ 
ពតិ។ 

កនងុ្រតេីកណܥܤܣ មួយ េបើ ܣ ൐ ܤ ൐ ܽ េនះ ܥ ൐ ܾ ൐ ܿ ែដល ܽ, ܾ, ܿ ជរង្វ ស់្រជុងឈមនងឹមំុ 

,ܣ ,ܤ ܽ ។ េយើងមន ܥ ൌ 2ܴ sinܣ ൐ ܾ ൌ 2ܴ sinܤ ൐ ܿ ൌ 2ܴ sin ដេូចនះ sin ܥ ܣ ൐ sinܤ ൐

sin   ។ ܥ

ែដនកនំត់របស់ݕ : 

൞

ݔ െ sinܣ
ݔ െ sin ܥ

൒ 0
ݔ െ sinܤ
ݔ െ sin ܥ ൒ 0

  ฻ ቐ
ቂݔ ൒ sinܣ
ݔ ൏ sin ܥ
ቂݔ ൒ sinܤ
ݔ ൏ sin ܥ

  ฻ ቂݔ ൒ sinܣ
ݔ ൏ sin  ܥ

ចំេពះ ݔ ൒ sinܣ : 

េ្របើវសិមភព(១)ចំេពះ ݐ ൌ ݔ െ sin ܣ ൒ 0 
ݔ െ sinܣ
ݔ െ sin ܥ ൒

ݔ െ sin ܣ െ ሺݔ െ sinܣሻ
ݔ െ sin ܥ െ ሺݔ െ sinܣሻ ൌ 0 

ݔ െ sinܤ
ݔ െ sin ܥ ൒

ݔ െ sinܤ െ ሺݔ െ sin ሻܣ
ݔ െ sin ܥ െ ሺݔ െ sin ሻܣ ൌ

sin ܣ െ sinܤ
sinܣ െ sin  ܥ

ฺ ݕ     ൒ 0 ൅ ඨsin ܣ െ sinܤ
sin ܣ െ sin ܥ

െ 1 

សញញ េសមើេកើតមនេពល ݔ ൌ sin  ។ េហើយ ܣ

ඨsinܣ െ sinܤ
sinܣ െ sin ܥ െ 1 ൑ 1    ฻

sin ܣ െ sinܤ
sinܣ െ sin ܥ ൑ 4 

฻   sin ܣ െ sinܤ ൑ 4 sinܣ െ 4 sin  ܥ
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฻ 0 ൑ 3sin ܣ ൅ sin ܤ െ 4 sin  ܥ
฻ 0 ൑ 3 ሺsin ܣ െ sinܤሻ ൅ ሺsin ܤ െ sin  ሻܥ

ពតិ។ 

ចំេពះ ݔ ൏ sin  េយើងមន :ܥ

ݕ ൐ √1 ൅ √1 െ 1 ൌ 1 

ដេូចនះ min ݕ ൌ ටୱ୧୬஺ିୱ୧୬஻
ୱ୧୬஺ିୱ୧୬஼

െ 1 េពល ݔ ൌ sin  ។ ܣ

VI. វសិមកីរ 
792. ቀగ

ଷ
൅ ;݊ߨ2 ଶగ

ଷ
൅ ቁ݊ߨ2 ; ݊ א Ժ ; 

793. ሾ2݊ߨ െ ߨ2 3⁄ ; ݊ߨ2 ൅ ;3ሿ/ߨ2 ݊ א Ժ; 

794. ሺ݊ߨ െ arctan 2 ; ݊ߨ ൅ ;3ሻ/ߨ ݊ א Ժ; 

795. ሺ݊ߨ; ݊ߨ ൅ 2ሿ/ߨ ׫ ሾ݊ߨ ൅ ߨ3 4⁄ ; ሺ݊ߨ ൅ 1ሻሻ; ݊ א Ժ 

796. ൫– ߨ 4⁄ ൅ ;݊ߨ2 ߨ 6⁄ ൅ ൯݊ߨ2 ׫ ሺ5ߨ 6⁄ ൅ ;݊ߨ2 ߨ5 4⁄ ൅ ;ሻ݊ߨ2 ݊ א Ժ 

797. ቀ2݊ െ ଵ
଼
; 2݊ ൅ 7/8ቁ ; ݊ א Ժ 

798. ቀగ௡
ଶ
൅ ହగ

ଶସ
; గሺ௡ାଵሻ

ଶ
൅ గ

ଶସ
ቁ ; ݊ א Ժ  cosଷ ݔ sin ݔ3 ൅ cos ݔ3 sinଷ ݔ ൌ ଷ

ସ
sin  ݔ4

799. ቄగ
ଶ
൅ ቅ݊ߨ ׫ ቂ݊ߨ െ గ

ସ
; ݊ߨ െ 6ቃ/ߨ ׫ ቂ݊ߨ ൅ గ

଺
; ݊ߨ ൅ 4ቃ/ߨ ; ݊ א Ժ  

cos ݔ cos ݔ2 cos ݔ3 ൌ cos ݔ2 ୡ୭ୱଶ௫ାୡ୭ୱସ௫
ଶ

ൌ ୡ୭ୱଶ௫൫ଶୡ୭ୱమ ଶ௫ାୡ୭ୱଶ௫ିଵ൯
ଶ

 

800. ሼԹሽ ך ቄଷగ
ସ
൅ ଷగ௡

ଶ
ቅ ; ݊ א Ժ  

801. ቀെ గ
଼
൅ గ௡

ଶ
; గ
଼
൅ గ௡

ଶ
ቁ ; ݊ א Ժ   sin଺ ݔ ൅ cos଺ ݔ ൌ ቀଵିୡ୭ୱଶ௫

ଶ
ቁ
ଶ
൅ ቀଵାୡ୭ୱଶ௫

ଶ
ቁ
ଶ
ൌ ହ

଼
൅

ଷ
଼
cos  ݔ4

802. ቀ݊ߨ ൅ ଵ
ଶ
arccos ଵ

ଷ
; ሺ݊ߨ ൅ 1ሻ െ ଵ

ଶ
arccos ଵ

ଷ
ቁ ; ݊ א Ժ   8 sin଺ ݔ െ cos଺ ݔ ൌ ሺ2 sinଶ ݔ െ

cosଶ ሻሺ4ݔ sinସ ݔ ൅ 2 sinଶ ݔ . cosଶ ݔ ൅ cosସ ሻ បនទݔ ប់មកេទៀត 4 sinସ ݔ ൅ 2 sinଶ ݔ . cosଶ ݔ ൅
cosସ ݔ ൐ 0, ݔ׊ א Թ  
803. ቀ݊ߨ െ గ

ସ
; ݊ߨ െ గ

଺
ቁ ׫ ቀ݊ߨ ൅ గ

଺
; ݊ߨ ൅ గ

ସ
ቁ ; ݊ א Ժ  

804. ቀ2݊ߨ െ గ
ସ
൅ arcsin ଶ√ଶ

ଷ
; ݊ߨ2 ൅ ଷగ

ସ
െ arcsin ଶ√ଶ

ଷ
ቁ ׫ ቀߨሺ2݊ ൅ 1ሻ; ݊ߨ2 ൅ ଷగ

ଶ
ቁ ; ݊ א Ժ  

ǂង sin ݔ ൅ cos ݔ ൌ  ݕ

805. ቀarctan൫√2 െ 1൯; గ
ସ
ቁ ׫ ቀߨ ൅ arctan൫√2 െ 1൯ ; ହగ

ସ
ቁ 

806. ቀ݊ߨ ൅ arcsin √ହିଵ
ଶ

; ሺ݊ߨ ൅ 1ሻ െ arcsin √ହିଵ
ଶ
ቁ ; ݊ א Ժ 

807. ሾ2݊ߨ െ ߨ7 6⁄ ; ݊ߨ2 ൅ ߨ 6⁄ ሿ; ݊ א Ժ 

808. ሺߨ 4⁄ ൅ ;݊ߨ ߨ 2⁄ ൅ ;ሻ݊ߨ ݊ א Ժ 

809. ሾ݊ ൅ 1 4⁄ ; ݊ ൅ 3/4ሿ; ݊ א Ժ 
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VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
810. េƽយ 0 ൑ ݔ ൑ េនះ cos 4/ߨ ݔ ് 0 ។ ែចកសមីករទមួីយនងឹ cosଷ នងិǂង tan ݔ ݔ ൌ  ݐ

េយើងទញបន 
ሺ4 െ 6݉ሻݐଷ ൅ 3ሺ2݉ െ 1ሻݐሺݐଶ ൅ 1ሻ ൅ 2ሺ݉ െ 2ሻݐଶ െ ሺ4݉ െ 3ሻሺݐଶ ൅ 1ሻ ൌ 0 

ሺ4 െ 6݉ሻݐଷ ൅ ሺ6݉ െ 3ሻݐଷ ൅ ሺ6݉ െ 3ሻݐ ൅ ሺ2݉ െ 4ሻݐଶ െ ሺ4݉ െ 3ሻݐଶ െ 4݉ ൅ 3 ൌ 0 
ଷݐ െ ሺ1 ൅ 2݉ሻݐଶ ൅ 3ሺ2݉ െ 1ሻݐ െ 4݉ ൅ 3 ൌ 0 

ሺݐ െ 1ሻሺݐଶ െ ݐ2݉ ൅ 4݉ െ 3ሻ ൌ 0 
 េយើងទញបន ݐ ൌ 1 ែដល្រតូវនងឹ ݔ ൌ గ

ସ
 ជរសឺមួយៃន្របពន័ធ។ ដេូចនះ្របពន័ធមនរសឺែតមួយគត់េបើ 

លកខខណ្ឌ មួយកនងុចំេនមលកខខណ្ឌ ខងេ្រកម្រតវូបនបំេពញ 

១) សមីករݐଶ െ ݐ2݉ ൅ 4݉ െ 3 ൌ 0 មន Δ ൌ ݉ଶ െ 4݉ ൅ 3 ൏ 0  ฺ 1 ൏ ݉ ൏ 3  

២) សមីករݐଶ െ ݐ2݉ ൅ 4݉ െ 3 ൌ 0 មនរសឺមួយគត់េសមើ 1 ។ ដេូចនះ 1 െ 2݉ ൅ 4݉ െ 3 ൌ

0;݉ ൌ 1។ េបើ ݉ ൌ 1 េនះ Δ ൌ 0 សមីករមនរសឺមួយគត់។ 

៣) សមីករݐଶ െ ݐ2݉ ൅ 4݉ െ 3 ൌ 0 មនរសឺ ݐଵ ൑ ଶݐ ൏ 0 ដេូចនះ 
Δ ൐ 0; ଶݐଵݐ ൌ 4݉ െ 3 ൐ 0; ܵ ൌ ଵݐ ൅ ଶݐ ൌ 2݉ ൏ 0 

វសិមីករេនះគម នរសឺ។ 

ដេូចនះេដើមបីេǕយ្របពន័ធមនរសឺមួយគត់ 1 ൑ ݉ ൏ 3 ។ 
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៤. ពហុធ 

 

I. គណន 
811.  លកខខណ្ឌ ែដលេǕយសមមូលនងឹ  

ܲሺݕݔሻ ൌ ܲሺݔሻ. ܲሺݕሻ; ݔ׊, ݕ א Թ                 ሺ1ሻ 
កនងុ (1) េយើងយក ݔ ൌ ݕ ൌ 0 េយើងទញបន 

ܲሺ0ሻ ൌ ܲଶሺ0ሻ 
ដេូចនះ ܲሺ0ሻ ൌ 1 រ ឺܲሺ0ሻ ൌ 0 ។  

១) េបើ ܲሺ0ሻ ൌ 1 េនះ កនងុ(1) យក ݕ ൌ 0 េយើងទញបន ܲሺ0ሻ ൌ ܲሺݔሻ. ܲሺ0ሻ េនះ 
ܲሺݔሻ ൌ ݔ׊ ;1 א Թ 

២) េបើ ܲሺ0ሻ ൌ 0 េនះ ܲሺݔሻ ൌ  ሻ មួយឯកǂ។ݔሻ ជពហុធមនដេឺ្រកទបជង ܲሺݔሻ ែដល ܳሺݔሺܳݔ

លកខខណ្ឌ (1) េទជ 
ሻݕݔሺܳݕݔ ൌ .ሻݔሺܳݕݔ ܳሺݕሻ, ,ݔ׊ ݕ א Թ 

េនះ ܳሺݕݔሻ ൌ ܳሺݔሻ. ܳሺݕሻ; ,ݔ׊  ݕ א Թ ។  ដេូចនះេយើងទញបន ܳሺݔሻ ൌ 1 រ ឺܳሺݔሻ ൌ  ሻݔଵሺܳ ݔ

ែដល ܳଵሺݔሻ ជពហុធមនដេឺ្រកទបជង ܳሺݔሻ មួយឯកǂ។ ដេូចនះជសរបុេយើងទញបន 
ܲሺݔሻ ൌ ݔ׊ ;1 א Թ 
ܲሺݔሻ ൌ ݔ׊  ;௡ݔ א Թ 

ែដល ݊ ជចំននួគត់វជិជមន។ 

812.  េƽយដងឹថ 2ݔ ൅ 1 ൌ ሺݔ ൅ 1ሻଶ െ ଶ េនះលកខខណ្ឌݔ ែដលេǕយសមមូលនងឹ 
ܲሺݔ ൅ 1ሻ െ ሺݔ ൅ 1ሻଶ ൌ ܲሺݔሻ െ  ଶݔ

ǂង ܳሺݔሻ ൌ ܲሺݔሻ െ ሻݔଶ ។ ដេូចនះ ܳሺݔ ൌ ܳሺݔ ൅ 1ሻ ൌ ڮ ൌ ܳሺݔ ൅ ݊ሻ ൌ ។ ដេូចនះ ܳሺ0ሻ ڮ ൌ

ܳሺ1ሻ ൌ ڮ ൌ ܳሺ݊ሻ ൌ ሻݔ។ េយើងទញបន ܳሺ ڮ െ ܳሺ0ሻ ؠ 0 ចំេពះ ݔ ൌ 0, ݔ ൌ 1,… , ݔ ൌ ݊,… 

។ ដេូចនះ ܳሺݔሻ െ ܳሺ0ሻ ؠ 0, ݔ׊ א Թ ។ េយើងទញបន 
ܲሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅  ܥ

ែដល ܥ ൌ ܳሺ0ሻ ൌ ܲሺ0ሻ ។ ជំនសួទំនក់ទំនងែដលបនចូលលកខខណ្ឌ េដើម េយើងទញបន 
ሺݔ ൅ 1ሻଶ ൅ ܥ ൌ ଶݔ ൅ ݔ2 ൅ 1 ൅  ܥ

ពតិចំេពះ្រគប់ ܥ ។ ដេូចនះ 
ܲሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅  ܥ

ែដល ܥ ជចំននួេថរǁមួយ។ 

813.  េយើងមន 
ܲሺሺݔ ൅ 1ሻଶሻ െ ሺݔ ൅ 1ሻଶ ൌ ܲሺݔଶሻ െ  ଶݔ
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ǂង ܳሺݐሻ ൌ ܲሺݐሻ െ ។ េយើងទញបន ܳሺ0ሻ ݐ ൌ ܳሺ1ሻ ൌ ڮ ൌ ܳሺ݊ଶሻ ൌ ሻݔ។ ដេូចនះ ܳሺ ڮ ൌ

ܳሺ0ሻ ។ េយើងទញបន ܲሺݔሻ ൌ ݔ ൅ ܥ ែដល ܥ ൌ ܳሺ0ሻ ൌ ܲሺ0ሻ ។ ជំនសួចូលលកខខណ្ឌ េដើម េយើង

ទញបន ܲሺݔሻ ൌ ݔ ൅  ជចំននួេថរǁមួយ។ ܥែដល ܥ

814. ពហុធ ݂ሺݔሻ െ 5 មនរសឺជចំននួគត់ ܽ, ܾ, ܿ, ݀ ។ ដេូចនះ  
݂ሺݔሻ െ 5 ൌ ሺݔ െ ܽሻሺݔ െ ܾሻሺݔ െ ܿሻሺݔ െ ݀ሻ݃ሺݔሻ 

ែដល ݃ሺݔሻ ൌ ௠ݔ ൅ ܾଵݔ௠ିଵ ൅ ൅ڮ ܾ௠ នងិ ܾଵ, ܾଶ, … , ܾ௠ ជចំននួគត់។ សមីករ ݂ሺݔሻ ൌ 8 

សមមូលនងឹ 
ሺݔ െ ܽሻሺݔ െ ܾሻሺݔ െ ܿሻሺݔ െ ݀ሻ݃ሺݔሻ ൌ 3 

 ដេូចនះបីកនងុចំេនមចំននួគត់បួន ݔ െ ܽ, ݔ െ ܾ, ݔ െ ܿ, ݔ െ ݀ េសមើ 1 រ ឺെ1។ ដេូចនះ្រតវូមនពរីែដលេសមើ

គន  ែដលករណីេនះមិនǕច េ្រពះចំននួទំងបួនខុស។  
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៥. សមកីរអនុគមន ៍

 

I. គណន  

815.  ǂមលកខខណ្ឌ ទ១ីេយើងទញបន  
݂൫݂ሺ݂ሺݔሻ ൅ 1ሻ൯ ൌ ݂ሺ1 െ  ሻݔ

ǂមលកខខណ្ឌ ទី២ េយើងទញបន 
݂ሺݔሻ ൅ 1 ൌ ݂ሺ1 െ ,ሻݔ ݔ׊ א Թ               ሺ1ሻ 

ជំនសួ ݐ ൌ 1 െ  េយើងទញបន ݔ
݂ሺ1 െ ሻݐ ൅ 1 ൌ ݂ሺݐሻ 

ដេូចនះ ݂ሺ1 െ ሻݔ ൅ 1 ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ׊ א Թ  ជំនសួចូល(1) េយើងទញបនថ គម នអនគុមនǁ៍េផទȣងផទ ត់

លកខខណ្ឌ េទ។ 

816.  េយើងមន ݂ሺ1ሻ ൅ ݂ሺ2ሻ ൌ 4݂ሺ2ሻ   ฺ ݂ሺ2ሻ ൌ ௙ሺଵሻ
ଷ
ൌ ଶ

ଷ
    (1) ។ ចំេពះ ݊ ൒ 3 េយើងមន 

൜ ݂ሺ1ሻ ൅ ݂ሺ2ሻ ൅ڮ൅ ݂ሺ݊ െ 1ሻ ൅ ݂ሺ݊ሻ ൌ ݊ଶ݂ሺ݊ሻ
݂ሺ1ሻ ൅ ݂ሺ2ሻ ൅ ൅ڮ ݂ሺ݊ െ 1ሻ ൌ ሺ݊ െ 1ሻଶ݂ሺ݊ െ 1ሻ

 

េយើងទញបន         ݂ሺ݊ሻ ൌ ݊ଶ݂ሺ݊ሻ െ ሺ݊ െ 1ሻଶ݂ሺ݊ െ 1ሻ 

ฺ          ݂ሺ݊ሻ ൌ
݊ െ 1
݊ ൅ 1݂

ሺ݊ െ 1ሻ 

ដេូចនះចំេពះ ݊ ൒ 3  េយើងទញបន 

݂ሺ݊ሻ ൌ
ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ…2

ሺ݊ ൅ 1ሻ݊…4 ݂ሺ2ሻ ൌ
6

݊ሺ݊ ൅ 1ሻ ݂
ሺ2ሻ ൌ

4
݊ሺ݊ ൅ 1ሻ 

817.  េយើងនងឹបង្ហ ញថ ݂ሺݔሻ ൌ 0 ជចំេលើយែតមួយគត់។ សនមតថចំេនទមនចំេលើយ ݂ሺݔሻ ്

0 ។ ដេូចនះមនចំននួ ܽ א Թ ែដល ݂ሺܽሻ ൌ ܾ ് 0 ។ េយើងយក ݕ ൌ ܽ េយើងទញបន 
݂ሺܾݔሻ ൌ  ௡݂ሺܾሻݔ

ǂង ݐ ൌ  ។ េយើងទញបន ܾݔ

݂ሺݐሻ ൌ
݂ሺܾሻ
ܾ௡ ௡ݐ ൌ  ௡ݐܥ

ែដល ܥ ជចំននួេថរ។ ជំនសួ ݂ሺݔሻ ൌ ௡ ចូលកនុងលកខខណ្ឌݔܥ  េយើងទញបន ܥ ൌ 0 ដេូចនះ ݂ሺݔሻ ൌ 0 

។ 

818.  លកខខណ្ឌ  ݂ܽሺݔଶ ൅ ሻݖݕ ൅ ܾ݂ሺݕଶ ൅ ሻݔݖ ൅ ݂ܿሺݖଶ ൅ ሻݕݔ ൌ 0 (1) មនលកខណៈឆ្លុះេធៀប

នងឹ ݔ, ,ݕ ,ܽ ។ ដេូចនះេƽយǒរលកខណៈេនះ នងិេƽយǒរ ݖ ܾ, ܿ មិនសូនយទំងបី្រពមគន  េយើងǕច

សនមតថ ܽ ് 0 ។ 

យក ݕ ൌ ݖ ൌ 0 េយើងបន ݂ܽሺݔଶሻ ൅ ሺܾ ൅ ܿሻ݂ሺ0ሻ ൌ 0   ฺ ݂ሺݔଶሻ ൌ െ ሺ௕ା௖ሻ௙ሺ଴ሻ
௔

 ចំេពះ្រគប់ ݔ  

។ 
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យក ݔ ൌ 0, ݖ ൌ 1 េយើងបន ݂ܽሺݕሻ ൅ ܾ݂ሺݕଶሻ ൅ ݂ܿሺ0ሻ ൌ 0 ។ ដេូចនះ 

݂ሺݕሻ ൌ െ
ܾ݂ሺݕଶሻ ൅ ݂ܿሺ0ሻ

ܽ ൌ െ
െܾ ൅ ܿ

ܽ ݂ሺ0ሻ ൅ ݂ܿሺ0ሻ
ܽ ൌ

ܾଶ ൅ ܾܿ െ ܽܿ
ܽଶ . ݂ሺ0ሻ 

ចំេពះ្រគប់ ݕ א Թ 

ដេូចនះ ݂ ជអនគុមនេ៍ថរេលើ Թ ។ ǂង ݂ሺݔሻ ൌ  ។ ជំនសួចូលកនងុ(1)  េយើងទញបន ܭ
ሺܽ ൅ ܾ ൅ ܿሻܭ ൌ 0 

េបើ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ് 0 េនះ ܭ ൌ 0 ដេូចនះ ݂ሺݔሻ ؠ 0 ។ 

េបើ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൌ 0 េនះ ܭ ជចំននួេថរǁមួយកប៏ន។ 

819.  យក ݕ ൌ 1 េយើងទញបន ݂൫݂ݔሺ1ሻ൯ ൌ ௣ ។ ݂ሺ1ሻមិនǕចេសមើសូនយបនេទ េ្រពះេបើេសមើݔ

សូនយ េនះ ݂ሺ0ሻ ൌ ܿ មិនǕច។ ǂង ݔ ௣ ចំេពះ្រគប់ݔ ൌ ݂ሺ1ሻ ដេូចនះ ݂ሺݔሻ ൌ  ௣/ܿ௣ ។ ដេូចនះݔ

௤ݕ௣ݔ ൌ ݂൫݂ݔሺݕሻ൯ ൌ
ሾ݂ݔሺݕሻሿ௣

ܿ௣ ൌ
௣మݕ௣ݔ

ܿ௣ା௣మ
 

ពតិចំេពះ្រគប់ ݔ, ݕ א Թ ។ ដេូចនះ ܿ ൌ 1 នងិ ݍ ൌ ݍ ଶ។ េបើ݌ ൌ  ଶ េនះេយើងទញបន݌

݂൫݂ݔሺݕሻ൯ ൌ ሻሿ௣ݕ௣ሾ݂ሺݔ ൌ ௣మݕ௣ݔ ൌ  ௤ݕ௣ݔ
ចំេពះ្រគប់ ݔ, ݕ א Թା ។ 

820.  ពលីកខខណ្ឌ ទមួីយ ចំេពះ្រគប់ ݉ א Ժ នងិ ݇ א Գ េយើងមន 

൜݂
ሺ݉ ൅ ݇. 19ሻ ൒ ݂ሺ݉ሻ ൅ ݇. 19
݂ሺ݉ െ ݇. 19ሻ ൑ ݂ሺ݉ሻ െ ݇. 19 

ពលីកខខណ្ឌ ទពីរី ចំេពះ្រគប់ ݉ א Ժ នងិ ݇ א Գ េយើងមន 

൜݂
ሺ݉ ൅ ݇. 99ሻ ൑ ݂ሺ݉ሻ ൅ ݇. 99
݂ሺ݉ െ ݇. 99ሻ ൒ ݂ሺ݉ሻ െ ݇. 99 

សមីករ 1 ൌ ݔ19 ൅ ݔ មនរសឺ ݕ99 ൌ െ26 ൅ ;ݐ99 ݕ ൌ 5 െ ,ݐ19 ݐ א Ժ ។ ចំេពះ ݐ ൌ 0; 1 េយើង

ទញបន ሺݔ; ሻݕ ൌ ሼሺെ26; 5ሻ; ሺ73;െ14ሻሽ ។ 

ចំេពះ្រគប់ ݉ א Ժ េយើងមន 
݂ሺ݉ ൅ 1ሻ ൌ ݂ሺ݉ െ 19.26 ൅ 99.5ሻ ൑ ݂ሺ݉ ൅ 99.5ሻ െ 19.26 ൑ ݂ሺ݉ሻ ൅ 99.5 െ 19.26

ൌ ݂ሺ݉ሻ ൅ 1 
݂ሺ݉ ൅ 1ሻ ൌ ݂ሺ݉ ൅ 73.19 െ 14.99ሻ ൒ ݂ሺ݉ െ 14.99ሻ ൅ 19.73 ൒ ݂ሺ݉ሻ െ 14.99 ൅ 19.73

ൌ ݂ሺ݉ሻ ൅ 1 
ដេូចនះ ݂ሺ݉ ൅ 1ሻ ൌ ݂ሺ݉ሻ ൅ 1 ចំេពះ ݉ א Ժ ។ ដេូចនះ ݂ሺ݉ ൅ ݊ሻ ൌ ݂ሺ݉ሻ ൅ ݊ ចំេពះ្រគប់ 

݉, ݊ א Ժ ។ យក ݉ ൌ 0 េយើងទញបន ݂ሺ݊ሻ ൌ ݂ሺ0ሻ ൅ ݊។ ǂង ܽ ൌ ݂ሺ0ሻ ។ ដេូចនះ ݂ሺ݊ሻ ൌ ܽ ൅

݊ ។ ជំនសួចូលកនងុលកខខណ្ឌ េដើមេយើងទញបន ݂ሺ݊ሻ ൌ ݊ ൅ ܽ េផទȣងផទ ត់ចំេពះ្រគប់ ܽ א Ժ ។ 

821.  េǕយ ݔ ൌ ݕ ൌ 0 េយើងទញបន ݂ሺ0ሻ ൌ 0 ។ េǕយ ݕ ൌ 0 េយើងទញបន ݂ݔሺݔሻ ൌ

݂ଶሺݔሻ  ฺ ݂ሺݔሻ ൌ 0 រ ឹ݂ሺݔሻ ൌ ሻݔ។ េយើងេឃើញថ ݂ሺ ݔ ൌ 0 ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ រ ឺ݂ሺݔሻ ൌ  ݔ

ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ សទុធែតេផទȣងផទ ត់លកខខណ្ឌ ែដលេǕយ។ បនទ ប់មកេទៀតេយើងបង្ហ ញថ បនƞំៃន

អនគុមនទំ៍ងពរីមិនេផទȣងផទ ត់េទ មននយ័ថ អនគុមន ៍ 

݂ሺݔሻ ൌ ൜0; ݔ א ;ݔଵܦ ݔ א ଶܦ
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ែដល ܦଵ ׫ ଶܦ ൌ Թ មិនេផទȣងផទ ត់លកខខណ្ឌ េទ។ ឧបមផទុយពេីនះថ មន ݔଵ א ;ଵܦ ଶݔ א  ଶ ែដលܦ

݂ሺݔଵሻ ൌ 0 នងិ ݂ሺݔଶሻ ൌ ଵݔ ଶ ។ ចំេពះݔ א ଵݔ ଵ ែដលܦ ് 0 េគǕចរកបន េមគុណ ܽ មួយែដល 

ଵݔܽ ൌ ܽឺ ଶ គݔ ൌ  ଵ។ݔ/ଶݔ

ជំនសួݕ េƽយ ݔ នងិ ݔ េƽយ ݕ េយើងទញបន   
ݔሺ݂ݔ ൅ ሻݕ ൅ ݕሺ݂ݕ െ ሻݔ ൌ ݔሺ݂ݕ ൅ ሻݕ ൅ ݔሺ݂ݔ െ  ሻݕ

ሺݔ െ ݔሻ݂ሺݕ ൅ ሻݕ ൌ ሺݔ െ ݔሻ݂ሺݕ െ   ሻݕ
ពតិចំេពះ្រគប់ ݔ, ݕ א Թ ។ ដេូចនះ 

݂ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ ݂ሺݔ െ  ሻݕ
ǂង ݐ ൌ ݔ െ ฺ;ݕ ݔ ൌ ݐ ൅ ݐដេូចនះ ݂ሺ ݕ ൅ ሻݕ2 ൌ ݂ሺݐሻ ចំេពះ្រគប់ ݐ, ݕ א Թ ។ យក ݕ ൌ  ។ ݐܾ

ដេូចនះ ݂൫ሺ1 ൅ 2ܾሻݐ൯ ൌ ݂ሺݐሻ ។ ǂង ܭ ൌ 1 ൅ 2ܾ េនះ  
݂ሺݐܭሻ ൌ ݂ሺݐሻ 

ចំេពះ្រគប់ ܭ, ݐ א Թ ។ 

ដេូចនះ េƽយយក ܭ ൌ ܽ;  ݂ሺܽݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଵሻ  ฺ ଵݔܽ ൌ 0 Ǖចែតករណី ܽݔଵ ൌ ଶݔ ൌ 0 មួយ

បុ៉េǁ្ណ ះ។ ដេូចនះ  

݂ሺݔሻ ൌ 0 ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ រ ឺ݂ሺݔሻ ൌ ݔ ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ 

822.  េǕយݔ ൌ េយើងទញបន ݂ሺ0ሻ ݕ ൌ 0 ។ េǕយ ݕ ൌ 1 េយើងទញបន 
݂ሺݔ ൅ 1ሻሺ݂ሺݔሻ െ 1ሻ ൌ ݂ሺݔ െ 1ሻሾ݂ሺݔሻ ൅ 1ሿ         ሺ1ሻ 

េǕយ ݔ ൌ 2 េយើងទញបន ݂ሺ3ሻሺ݂ሺ2ሻ െ 1ሻ ൌ ݂ሺ2ሻ ൅ 1 ។ េƽយ ݂ሺ2ሻ ് 1 េនះ  

݂ሺ3ሻ ൌ
݂ሺ2ሻ ൅ 1
݂ሺ2ሻ െ 1 ൌ 1 ൅

2
݂ሺ2ሻ െ 1 

េƽយ ݂ሺ2ሻ, ݂ሺ3ሻ ជចំននួគត់ េនះ ݂ሺ2ሻ െ 1 ្រតវូែតជតែួចកៃន 2 ។ ដេូចនះ 

݂ሺ2ሻ െ 1 ൌ 2 េនះ ݂ሺ2ሻ ൌ 3; ݂ሺ3ሻ ൌ 2 

݂ሺ2ሻ െ 1 ൌ 1 េនះ ݂ሺ2ሻ ൌ 2; ݂ሺ3ሻ ൌ 3 

݂ሺ2ሻ െ 1 ൌ െ1 េនះ ݂ሺ2ሻ ൌ 0; ݂ሺ3ሻ ൌ െ1 

݂ሺ2ሻ െ 1 ൌ െ2 េនះ ݂ሺ2ሻ ൌ െ1; ݂ሺ3ሻ ൌ 0 

1) ករណី ݂ሺ2ሻ ൌ 3; ݂ሺ3ሻ ൌ 2 

កនងុ(១) ជំនសួ ݔ ൌ 3 េយើងទញបន ݂ሺ4ሻ ൌ 9 ។ ជំនសួ ݔ ൌ 4 េយើងទញបន ݂ሺ5ሻ ൌ ହ
ଶ
  មិនយក។ 

 2) ករណី ݂ሺ2ሻ ൌ 2; ݂ሺ3ሻ ൌ 3 ។ ǂមវចិរេƽយកេំនើន េយើងទញបន 
݂ሺ݊ሻ ൌ ݊, ݊׊ א  Ժ 

 3) ករណី ݂ሺ2ሻ ൌ 0; ݂ሺ3ሻ ൌ െ1 ។ ǂមវចិរេƽយកេំនើន េយើងទញបន 

݂ሺ݊ሻ ൌ ൝
0, ݊ ൌ 2݇    
1,       ݊ ൌ 4݇ ൅ 1
െ1,      ݊ ൌ 4݇ െ 1

  ሺ݇ א Ժሻ 

 4) ករណី ݂ሺ2ሻ ൌ െ1; ݂ሺ3ሻ ൌ 0 ។ ǂមវចិរេƽយកេំនើន េយើងទញបន 

݂ሺ݊ሻ ൌ ൝
0, ݊ ൌ 3݇    
1,       ݊ ൌ 3݇ ൅ 1
െ1,      ݊ ൌ 3݇ െ 1

  ሺ݇ א Ժሻ 
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823.  េយើងមន ݂ሺ1ሻ ൌ 1; ݂ሺ2ሻ ൌ 2 ។ សនមតថ ݂ሺ݇ሻ ൌ ݇ ចំេពះ ݇ ൌ 1,2,… , ݊ ។ េយើងនងឹ

បង្ហ ញថ ݂ሺ݊ ൅ 1ሻ ൌ ݊ ൅ 1 ។ 

េបើ ݊ ൅ 1 ൌ 2݆ េនះ 1 ൑ ݆ ൏ ݊ េហើយ 
݂ሺ݊ ൅ 1ሻ ൌ ݂ሺ2݆ሻ ൌ ݂ሺ2ሻ݂ሺ݆ሻ ൌ 2݆ ൌ ݊ ൅ 1 

េបើ ݊ ൅ 1 ൌ 2݆ ൅ 1 េនះ 1 ൑ ݆ ൏ ݊ េហើយ 
2݆ ൌ ݂ሺ2݆ሻ ൏ ݂ሺ2݆ ൅ 1ሻ ൏ ݂ሺ2݆ ൅ 2ሻ ൌ ݂ሺ2ሻ݂ሺ݆ ൅ 1ሻ ൌ 2݆ ൅ 2 

ដេូចនះ   2݆ ൏ ݂ሺ2݆ ൅ 1ሻ ൏ 2݆ ൅ 2 ។ េƽយ ݂ሺ2݆ ൅ 1ሻ ជចំននួគត់ េនះ ݂ሺ2݆ ൅ 1ሻ ൌ

2݆ ൅ 1 ൌ ݊ ൅ 1 ។ 

824.  យក ݔ ൌ េយើងទញបន 0 ݕ ൏ 2݂ଶሺݔଶሻ ൑ 2݂ሺݔሻ݂ሺݔଷሻ ដេូចនះ ݂ሺݔሻ នងិ ݂ሺݔଷሻ មន

សញញ ដចូគន  ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ ។  

យក ݔ ൌ 0 េយើងទញបន  
0 ൏ 2݂ଶሺ0ሻ ൑ ݂ሺ0ሻ݂ሺݕଷሻ ൅ ݂ሺ0ሻ݂ሺݕሻ 
݂ሺ0ሻሾ2݂ሺ0ሻ െ ݂ሺݕሻ െ ݂ሺݕଷሻሿ ൑ 0 

េយើងទញបន 

១) េបើ ݂ሺ0ሻ ൏ 0 េនះ 0 ൐ 2݂ሺ0ሻ ൒ ݂ሺݕሻ ൅ ݂ሺݕଷሻ េហើយេƽយ ݂ሺݕሻ នងិ ݂ሺݕଷሻ មនសញញ ដចូ

គន ចំេពះ្រគប់ ݔ א Թ េនះ ݂ሺݕሻ ൏ 0 ចំេពះ្រគប់ ݕ א Թ ។ ផទុយពសីមមតកិមមែដល ݂ሺ1999ሻ ൐ 0 ។ 

២) េបើ ݂ሺ0ሻ ൐ 0  េនះ 0 ൏ 2݂ሺ0ሻ ൑ ݂ሺݕሻ ൅ ݂ሺݕଷሻ; ݕ ׊ א Թ ។ ដេូចនះ ݂ሺݕሻ ൐ 0 ; ݕ׊ א Թ ។ 

ដេូចនះ ݂ሺ2000ሻ ൐ 0 ។ 

៣) េបើ ݂ሺ0ሻ ൌ 0  េនះ ǂង ݂ሺݔሻ ൌ ሻ ែដល ݃ሺ0ሻݔ௡݃ሺݔ ് 0 ។ េƽយ ݂ሺݔሻ នងិ ݂ሺݔଷሻ មន

សញញ ដចូគន  េនះ ݔ௡݃ሺݔሻ នងិ ሺݔ௡ሻଷ݃ሺݔଷሻ  មនសញញ ដចូគន ។ េƽយ ݔ௡ នងិ ሺݔ௡ሻଷ មនសញញ ដចូ

គន  េនះ ݃ሺݔሻ នងិ ݃ሺݔଷሻ ក្៏រតវូែតមនសញញ ដចូគន ែដរ។ េយើងមន 
0 ൏ ଶሻݔସ௡݃ଶሺݔ2 ൑ ଷሻݔଷ௡݃ሺݔሻݔ௡݃ሺݔ2 ൌ ;ଷሻݔሻ݃ሺݔସ௡݃ሺݔ2 ݔ׊ א Թ 

ដេូចនះ Ǖច ݃ሺݔሻ ൐ ݔ׊ ;0 א Թ រ ឺ݃ሺݔሻ ൏ ݔ׊ ;0 א Թ។ ែតេƽយ ݂ሺ1999ሻ ൐ 0 េនះ ݃ሺݔሻ ൐

ݔ׊ ;0 א Թ ។ 

 

ដេូចនះ ݂ሺ2000ሻ ൌ 2000௡݃ሺ2000ሻ ൐ 0 ។ 
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