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១. អនុគមនង៍យ 

 

I. គណន 

1. គណន  េ យដងឹថ 0 នងិ 1 ។ 

គណន 

2.  1 3 6
1

2 ,  

3.  1 2 3 ,  

4. ង 2 1 2 1 2 1 … 2 1 1 ។ ចូរគណន /  ។ 

5. (ក  ១៩៦៩) 
គណន 1.1! 2.2! 3.3! 1 . 1 ! . !   

ែដល ! . 1 …3.2.1 ។ 

6. គណន 
1

1! 1999!
1

3! 1997!
1

1997! 3!
1

1999! 1! 

7. េគេ យចំននួពតិ , , ,  េផទ ងផទ ត់លកខខណ្ឌ  
0 

ចូរគណន   

II. សមភព 

ចូរបង្ហ ញថ 

8.  1 2 3
1 2 1
6

,  

9.  1
2

2
2

3
2 2 2

2
2 ,  

10. ចូរបង្ហ ញថ េបើ n ជចំននួគត់ធមមជត ិេនះ 

 ( ) ( )21.2 2.5 ... . 3 1 1n n n n+ + + − = +  
11. ចូរបង្ហ ញថ េបើ n ជចំននួគត់ធមមជត ិេនះ 

 ( )
( )2

2 2 2 2 4 1
1 3 5 ... 2 1

3

n n
n

−
+ + + + − =  

12. ង , ,  ជចំននួពតិ ខុសព ី 1 នងិ 1 ែដល  ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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1 1 1
4

1 1 1  

13. (ក  ១៩៦៩) 

ចូរបង្ហ ញថ េបើ /   /   /   នងិ ; ;  មិនសូនយទំងអស់្រពមគន  េនះ 

 

ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់វជិជមន  ។ 

 

 

III. សមកីរ 
េ ះ្រ យសមីករ 

14.  

15.  

16. 

17.  

18.  

19. 

20.  

21.  

22. 

23. 

24.  

25. 

26. 

27.  

28. 

29.  

30. 

31.  

32. 
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33.  

34.  

35. 

36. 

37. 

38.  េ ះ្រ យសមីករ  េ យដងឹថអងគខងេឆ្វង ច

ក់ជផលគុណែដលមនេមគុណជចំននួគត់បន។ 

39. សមីករ  ែដល , ,  ជចំននួគត់ មនរសឺសនទិនមួយ ង

េ យ  ។ ចូរបង្ហ ញថ  ជចំននួគត់ នងិថ  ែចក ច់នងឹ  ។ 

40. សមីករ  ែដល , , ,  ជចំននួគត់ មនរសឺសនទិនមួយ 

ងេ យ  ។ ចូរបង្ហ ញថ  ជចំននួគត់ នងិថ  ែចក ច់នងឹ  ។ 

41. សនមតថ , ,  ជរសឺៃនសមីករ 0, 0 ។ ចូរបង្ហ ញថ 

⁄ , ⁄ , ⁄   ។ 

42. េគេ យសមីករ 0 ។ ចូរគណនផលបូកកេរៃនរសឺរបស់ ។ 

43*. េ ះ្រ យសមីករ 3 3 0 ។ 

ចូររករសឺសនទិនៃនសមីករ 

44.  

45.  

46. 

47.  

48. 

េ ះ្រ យសមីករ 

49. √ √  

50. √ √  

51. √ √  

52. √  

53. | | | |  

54. 

55. √ √  

56. √ √  

57. √ √
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58. √ √  

59. √ √  

60. √ √ √

61. 

62. | |

63. √  

64. 
√

 

65. 

66. 

67. √  

68.  

69.  

70. √
√

 

71. √

72. √ √  

73*. √ √  

74. 

75. √  

76. 

77. √  

78. √  

79. 

80. 

81. 

82*. (ទរួគី ១៩៩៨)  

ង  ជស្វុីតៃនចំននួពតិ កនំត់េ យ  នងិ  ចំេពះ្រគប់ 

  ។ េតើតៃំលរបស់  ខសុៗគន ចំននួបុ៉នម ន ែដល  ? 

83*. (MOSP ២០០១)  
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ចូរកនំត់្រគប់្រតធីតុៃនចំនួនពតិ , ,  ែដល 

   ,   នងិ ។ 

84*. (អន្តរជតិ ១៩៦៣)  

េ ះ្រ យសមីករ   √  ែដល  ជប៉ ែ៉ម៉្រតនងិជចំននួពតិ។ 

85*. (អន្តរជតិឡងលីស ១៩៦៧)  

េគេ យសមីករ 
 

ក) ចូរកនំត់  េដើមបីេ យសមីករមនរសឺែដលមិន ្រស័យនងឹ  ែតមួយគត់។ 

ខ) ចូរកនំត់  េដើមបីេ យសមីករមនរសឺែដលមិន ្រស័យនងឹ  ែតពរីគត់។ 

86*. (អន្តរជតិ ១៩៥៩)  

ចូរេ ះ្រ យសមីករខងេ្រកម 

ក) √2 1 √2 1 √2 

ខ) √2 1 √2 1 1 

គ) √2 1 √2 1 2 

87*. េ ះ្រ យសមីករ 

3 4√ 1 8 6√ 1 1 

88*. េ ះ្រ យសមីករ 

2 2 2 2√3  

(មន ឌ៉កីល់ចំននួ  ដង) 

89. េ ះ្រ យសមីករ 

3 2√ 4 4√ 4 ,   
90. េ ះ្រ យសមីករ ;      ។ 

91. េ ះ្រ យសមីករខងេ្រកមចំេពះ 1 

2 4
3

2
 

92. េគេ យសមីករ 3 1 √ 1   (*) ែដលកនងុេនះ  ជប៉ ែ៉ម៉្រត 

នងិ  ជអញញ ត។ 

ក) េ ះ្រ យសមីករករណី √  ។ 
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ខ) ចូរកនំត់តៃំល  េដើមបីេ យ សមីករ(*) មនរសឺចំននួមួយ។ 

93. េ ះ្រ យសមីករ 

√7 1 8 8 1 2 
94. េ ះ្រ យសមីករ 

√1
2

2
5 

  

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 

95.  

96.  

97.  

98.  

99.  100.  

101.  102.  

103. 

 

104.  

105.  106.  

107.  

108.  

109. , ,
,  

110. 

 

111.  
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112.  

113.  

114. 
 

115.  

116.  

117.  

118. 
 

119. 
 

120. | |
 121. | |

 

122. 
 

123.
 

124. 
 

125.
 

126. 
 

127. 
 

128. 
 

129. 

 

130. 
 

131.
 

132. 
√    

√    

 

133. 
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134. 
 

135. 
 

136. 
 

137. 2 3 0
2

 

138. 2
1 

 

139. ចូរកនំត់តៃំល  េដើមបីេ យ្របពន័ធសមីករខងេ្រកមមនរសឺែតមួយគត់ 
1
√

1
     

140*. េគេ យ្របពន័ធសមីករ 
2
3

4
5

5
6 61
79

 

ក) ចូរគណនផលបូក  ;  ខ) កនងុចំេនមរសឺជចំននួគត់ធមមជតទំិងអស់របស់្របពន័ធ ចូរកនំត់

រសឺែដលមនតៃំល  ធបំំផុត។ 

 

141*. (អន្តរជតិ ១៩៦១)  

េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 

 

ែដល  នងិ  ជចំននួពតិែដលេគេ យ។ ចូរកនំត់លកខខណ្ឌ េលើ  នងិ  េដើមបីេ យ

ចំេលើយវជិជមននងិមនតៃំលខុសគន ។ 

142*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៣) 

េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 
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ែដលប៉ ែ៉ម៉្រត  ជចំននួពតិ។ 

143*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៥)  

េគេ យ្របពន័ធសមីករ 
0
0
0
 

ែដលមនេមគុណេផទ ងផទ ត់លកខខណ្ឌ ខងេ្រកម 

ក) , ,  ជចំននួពតិវជិជមន 

ខ) េមគុណេផ ងេទៀតអវជិជមនទំងអស់ 

គ) សមីករនមួិយៗមនផលបូកេមគុណវជិជមន។ 

ចូរបង្ហ ញថ 0 ជចំេលើយែតមួយគត់របស់្របពន័ធ។ 

144*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៥)  

ចូរកនំត់ចំននួពតិ , , ,  ែដល 
2
2
2
2

   

 

145*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៦)  

េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 
| | | | | | 1
| | | | | | 1
| | | | | | 1
| | | | | | 1

  

ែដល , ,  នងិ  ជចំននួពតិខសុគន ពរីៗ។ 

 146*.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 
1
1
1

 

147.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧) 

េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 
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| | |1 | 6
| 1| |1 | 4 

148*.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 

……   

149.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

េតើកនងុករណី  ែដល្របពន័ធ 

 

មនចំេលើយ? ចូរកនំត់លកខខណ្ឌ ែដលចំេលើយែតមួយគត់របស់្របពន័ធខងេលើ ជស្វុីតនព្វន្ត។ 

150*.  (អន្តរជតិ ១៩៦៧)  

េគេ យស្វុីត  : 
 
 

…                          …… 
 

…                          …… 
ែដល , , … ,  ជចំននួពតិ ែដលមិនសូនយទំងអស់គន ។ េ យដងឹថ កនងុចំេនម  មនចំននួ

ែដលេសមើសូនយេ្រចើន ប់មិនអស់ ចូរកនំត់តៃំលរបស់  េដើមបីេ យ 0 ។ 

151*. េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 
2
2
2
2

 

152*. េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 
1

2
1

2
……………………

1
2

 

 

ែដល  ជចំនួនពតិ។ 

153*. េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 
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2 5 3 0
2 5 3 0

……………
2 5 3 0

 

ែដល  ជចំននួគត់ 3 ។ 

154*. ង , ,  ជចំេលើយរបស់្របពន័ធសមីករ 
4
4
4

 

ចូរកនំត់តៃំលរបស់ផលបូក  ។ 

155.  (ក  ១៩៧០) 

េ ះ្រ យសមីករ 
2

  2
  2

 

156.  (អន្តរជតិ ១៩៦៨) 

េគេ យ្របពន័ធសមីករ 

 

ែដលកនងុេនះ 0 ។ ង Δ 1 4  ។ ចូរបង្ហ ញថេបើ Δ 0 េនះ្របពន័ធសមីករគម ន

រសឺ។ 
157. ចូរកនំត់  េដើមបីេ យ្របពន័ធ 

1
2 1

1
 

មនរសឺេផទ ងផទ ត់ 0 

158. េ ះ្រ យសមីករ 
2 3 2 3        1

3 3 2          2
6                                3

3     4

 

159. េគេ យ , , 0 ។េ ះ្រ យសមីករ 
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160. េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 
2
2
2

 

V. វសិមភព 

ចូរបង្ហ ញថ 

161.  
1

10√2
1
2
3
4
5
6…

99
100

1
10 

162.  
2
10√2

100
50

2
10  

163.  
1
2 .
3
4 .
5
6…

2 1
2

1
√3 1

,  

164. 1
2
3
4
5
6…

99
100

1
12 

165. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិ 1 វសិមភពខងេ្រកមពតិ 
1
1

1
2

1 13
24 

166. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិ  វសិមភពខងេ្រកមពតិ 

2 1
1

3 

167. េតើមួយ ធជំង  1,000001 . .  រ ឺ2 ?។ 

168. េតើមួយ ធជំង  1 000    រ ឺ1001  ?។ 

169. (ក  ១៩៦៩) 

េតើមួយ ធជំង  √ 1 √  រ ឺ√ √ 1 ចំេពះ 1?។ 

170. ផលគុណៃនចំននួពតិវជិជមនចំននួ  មនតៃំលេសមើមួយ។ ចូរបង្ហ ញថផលបូករបស់  មិនមន

តៃំលតចូជង  េទ។ 

171. សនមតថ , , , … ,     ជចំននួពតិមនសញញ ដចូគន  មនតៃំលធជំង 1 ។ ចូរ

បង្ហ ញថ 1 1 … 1 1  ។ 

172. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិ 6 វសិមភពខងេ្រកមពតិ 

2 ! 3  

173. េគេ យ 1998  ែដល ; ; | | 2000; | | 2000 េហើយ  

មនរសឺពរីេផ ងគន គ ឺ ;  ។ ចូរបង្ហ ញថ | |  ។ 

174. េគេ យចំននួពតិវជិជមន , , ,  េផទ ងផទ ត់  
1; 2; 3 

ចូរបង្ហ ញថ 4 4,5 
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175. គណនតៃំលតចូបំផុតៃន 

| |
2 1

3  

176. ចូរកនំត់ , ,  េដើមបីេ យ  េផទ ងផទ ត់ | | 1 ចំេពះ្រគប់ 

 1; 1  នងិែដល 2  មនតៃំលធបំំផុត។ 

177. េគេ យចំននួពតិមិនអវជិជមន ; ; ; ;  ែដល 1 ។ ចូរ

បង្ហ ញថ 

min
1
100

;     min
1
36

 

178. ង , ,   ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 

2 

  

ចំន ំ
េបើជបួលក ខខណ្ឌ  , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជងុ្រតេីកណ ចរូ ង 

, ,a x y b y z c z x= + = + = +  

 

179. េគេ យ , ,   ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( ) ( ) ( )2
3 4ab bc ca a b c ab bc ca+ + ≤ + + < + +  

180. ង , ,  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 
2 2 2 2 2 2 2 2 2  

181. េ យដងឹថ 0; ;  ។ ចូរកនំត់ min  ែដល 

 

182. (អន្តរជតិ  ១៩៦១) 

ង ,  នងិ  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ ែដលមន្រក ៃផទ  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

4 √3 
េតើេពល េយើងមនសមភព?។ 

183.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

ចូរបង្ហ ញថ ្រគប់គូវុចិទរ័  នងិ  សថតិកនងុប្លង់ វសិមភព 
0 

ពតិ េបើនងិមនែតេបើ លកខខណ្ឌ ដចូតេទេនះ្រតវូបនេផទ ងផទ ត់៖ 0; 0; 4 ។ 

184. េគេ យចំននួគត់ 2n ≥  នងិ ចំននួពតិ 1 2, , ... na a a  ែដល 
1

0
n

i
i

a
=

=∑  ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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  12

n

i j i
i j i

n
a a a

< =
− ≥∑ ∑

 
185. (អន្តរជតិ ២០០០)  

េគេ យ , , 0a b c >  ែដល 1abc = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 1 1
1 1 1 1a b c
b c a

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜− + − + − + ≤⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠  
186. (្រទឹស្តីបទ)  

ចូរបង្ហ ញថ 

ក) ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ ,a b  េគមន 2 2 2a b ab+ ≥  នងិ ( )24ab a b≤ +  េសមើគន  

េបើ a b= នងិ ្រចសមកវញិ។ 

ខ) ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ 0,x >  េគមន 1
2x

x
+ ≥ ។ េសមើគន  េបើ 1x =  នងិ

្រចសមកវញិ។ 

187.  (ក  ១៩៧១) 

ង  នងិ  ជចំននួពតិវជិជមន ែដល 1 ។ ចូរបង្ហ ញថ 

1
1

1
1

9 

188. េគេ យ២ចំននួពតិ ,a b  មិនសូនយ។ ចូរកនំត់តៃំលតចូបំផុតៃន 

  

6 4 2 6 4 2

6 4 2 6 4 2

a a a b b b

b b b a a a
+ + + + +

  
189. (រុស ុ  ី១៩៩៥)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ , 0x y >  

  
4 2 2 4

1x y

xyx y x y
+ ≤

+ +  
190. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ ,x y  េគមន 

  
2 2 2 21 1 1x y x y y x+ + > + + +  

191. េគេ យ , , 0x y z > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

2 2 2

2 2 2

x y z x y z

y z xy z x
+ + ≥ + +

 
192. ចូរបង្ហ ញថ េបើ , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុងរបស់្រតេីកណមួយ េនះេគមន 

 ( )( )( ) ( )( )( )8a b b c c a a b c b c a c a b+ + + ≥ + − + − + −  
193. េគេ យចំននួពតិវជិជមន , ,x y z ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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2 2 2 2 2 2
0

x z y x z y

y z z x x y

− − −
+ + ≥

+ + +  
ចូរកនំត់ករណីសមភព។ 

194.  ( សុីប៉សុីភិច ១៩៩៦)  

េគេ យ , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 a b c b c a c a b a b c+ − + + − + + − ≤ + +  
195.  ( េមរចិ ១៩៩៧)  

េគេ យ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1

abca b abc b c abc c a abc
+ + ≤

+ + + + + +  
196. (អន្តរជតិសតលីស ១៩៩៦) 

េគេ យ , , 0a b c >  ែដល 1abc = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
5 5 5 5 5 5

1
ab bc ca

a b ab b c bc c a ca
+ + ≤

+ + + + + +  
197. (វសិមភពកសុូី ្វ ត)  

ចូរបង្ហ ញថ ្រគប់ចំននួពតិ 1 2 1, , ..., , , ...,n na a a b b  េគមន 

  ( )( ) ( )22 2 2 2
1 1 1 1... ... ...n n n na a b b a b a b+ + + + ≥ + +

 
អងគទំង២េសមើគន  េបើ វុចិទរ័ ( )1, ..., na a  នងិ ( )1,..., nb b  កូលីេនែអ៊រនងឹគន  ។ 

 

 

សំគល់ 
ក នងុគណិតវទិយ វសិមភពកសូុ−ី ្វ ត អនកខ ្លះេ ថវសិមភព ្វ ត វសិមភពកសូុ ីរកឺ ៏វសិមភពកសូុ−ីប៊នុយ
កវូសគ−ី ្វ ត (គេឺ មេឈម ះ អគូ ុ ្ត ំង ល្វសីកសូុ(ីAugustin Louis Cauchy), វចិទរ័ យ៉កេូលវចិ ប៊នុយ
កវូសគ ី(Viktor Yakovlevich Bunyakovsky, គណិតវទិរូសុ ុី,១៨០៤−១៨៨៩)នងិ ែហ៊រម៉ន ម៉នឌសុ 
្វ ត(Hermann Amandus Schwarz, គណិតវទិ ូ ល្លមឺង់៉,១៨៤៣−១៩២១))។ 

 
 

198. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 1 2, , ..., 0nx x x >  េគមន 

  
( ) 2
1 2

1 2

1 1 1
... ...n

n

x x x n
x x x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ + + + + + ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠  
199. ( េមរចិ ១៩៧៨)  
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េគេ យចំននួពតិ , , , ,a b c d e  ែដល 

  8a b c d e+ + + + =  នងិ 

  
2 2 2 2 2 16a b c d e+ + + + =  

ចូរកនំត់តៃំលធបំំផុតរបស់ e ។ 

200. (អ្ូរ ្ត លី ១៩៩៣)  

េគេ យចំននួគត់ 1n > , ចំននួពតិ 1 2, ,... 0na a a >  នងិ 

   1 2 ... ns a a a= + + +  
ចូរបង្ហ ញថ  

  

2

1 1

n

ii

s n

s a n=
≥

− −∑
 

  
( )

1

1
n

i

ii

s a
n n

a=

−
≥ −∑

 

( )1 1

n
i

ii

a n

s a n=
≥

− −∑
 

201. (ចិន ១៩៨៧ ១៩៨៨) 

ក) េគេ យ 1 2 3, , 0a a a >  ែដល ( ) ( )22 2 2 4 4 4
1 2 3 1 2 32a a a a a a+ + > + + ។ 

ចូរបង្ហ ញថ 1 2 3, ,a a a  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ 

ខ) េគេ យចំននួគត់ 3n ≥  នងិ 1 2, ,... 0na a a >  ែដល 

  ( ) ( )( )22 2 2 4 4 4
1 2 1 2... 1 ...n na a a n a a a+ + + > − + + +

 
ចូរបង្ហ ញថ ្រគប់ , ,i j k  ខសុគន ពរីៗ ចំននួ , ,i j ka a a  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ 

202. េគេ យ 1 2, ,... 0na a a > ។ ង 1
1

n

i
i

S a
=

= ∑  នងិ 2
2

1

n

i
i

S a
=

= ∑ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

2
2

1
11

n
k

kk

S a
S

S a=

−
≥

−∑
 

203. (សឹង្ហបរូ ី២០០០)  

េគេ យ , , , 0a b c d >  ែដល ( )32 2 2 2a b c d+ = + ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

3 3
1

c d

a b
+ ≥

 

204.  េគេ យ , , 1x y z >  ែដល 1 1 1
2

x y z
+ + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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  1 1 1x y z x y z+ + ≥ − + − + −  
205. (ឥ ្ឌ  ២០០១)  

េគេ យ , , 0x y z >  ែដល xyz xy yz zx≥ + + ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( )3xyz x y z≥ + +  
206. េគេ យ , , 0a b c >  ែដល a b c abc+ + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )max , , 3a b c ≥  
 

ចំន ំ
េបើជួបលកខខណ្ឌ  , , 0a b c >  នងិ a b c abc+ + =  ចូរ ង 

tan , tan , tana x b y c z= = =  

ដេូចនះ , ,x y z ចចត់ទុកជមំុកនងុរបស់្រតេីកណ្រសចួបន មននយ័ថ , , 0,
2

x y z
π⎡ ⎞⎟⎢∈ ⎟⎟⎟⎢ ⎠⎣

 នងិ 

x y z π+ + = ។ 

 

207. (អន្តរជតិ ១៩៩៩)  

េគេ យចំននួគត់ 2n ≥  ។ 

ក) ចូរកនំត់ចំននួេថរ C  តចូបំផុត ែដល ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ 1 2, , , 0nx x x ≥  េគមន 

  
( )

4

2 2

1 1

n

i j i j i
i j n i

x x x x C x
≤ < ≤ =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ ≤ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 
ខ) ចំេពះចំននួេថរ C  េនះ ចូរកនំត់ករណីសមភព។ 

208. េគេ យចំននួពតិ , , ,  ែដល 
0

1 

ចូរគណនតៃំលធបំំផុតនងិតូចបំផុតៃន  ។ 

209. (វសិមភពតំេរៀប)  

េគេ យ 1 2 ... na a a≤ ≤ ≤  នងិ 1 2 ... nb b b≤ ≤ ≤  ជស្វុីតៃនចំននួពតិ េកើនពរី។   

ដេូចនះ កនុងចំេនមចំ ស់ σ  ៃន { }1,2,...,n  ផលបូក ( )
1

n

i i
i

S a bσ σ
=

= ∑  មនតៃំលធបំំផុត 

េពល ( )i iσ =  នងិ តចូបំផុតេពល ( )i n iσ = −  ចំេពះ្រគប់ i  ។ 

មននយ័ថ Sσ  មនតៃំលធបំំផុតេពល ស្វុីតទំង២េរៀប មលំ ប់ដចូគន  េហើយ តចូបំផុតេបើ

េរៀប មលំ ប់ផទុយគន ។ 
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210.  (អន្តរជតិ ១៩៧៥)  

េគេ យចំននួពតិ 1 2 ... nx x x≥ ≥ ≥  នងិ 1 2 ... ny y y≥ ≥ ≥  ។ ង ( )1 2, , ..., nz z z  

ជចំ ស់ៃន ( )1 2, , ..., ny y y  ។ ចូរបង្ហ ញថ ( ) ( )2 2

1 1

n n

i i i i
i i

x y x z
= =

− ≤ −∑ ∑  

211. ចូរគណន តៃំលតចូបំផុតរបស់ ( )
3 3sin cos

cos sin

x x
f x

x x
= +  ចំេពះ 0,

2
x

π⎛ ⎞⎟⎜∈ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 ។ 

212. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ , , 0a b c ≥  េគមន 

  
3 3 3 2 2 2 3a b c a b b c c a abc+ + ≥ + + ≥  

213. (អន្តរជតិ ១៩៧៨)  

េគេ យ ( )k ka
∈

 ជស្វុីតៃនចំននួគត់ធមមជត ិមិនសូនយ េហើយមនតួខុសគន ២ៗ។ 

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 1n ≥  េគមន 

   
2

1 1

1
n n

k

k k

a

kk= =
≥∑ ∑

 
214. (ចិន ១៩៨៤/១៩៨៥)  

េគេ យ 1 2, ,..., 0na a a >  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

2 2 2 2
1 2 1

1 2
2 3 1

... ...n n
n

n

a a a a
a a a

a a a a
−+ + + + ≥ + + +

 
215. េគេ យចំននួមិនអវជិជមន , , , ,  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 

216. (វសិមភព Chebyshev)  

ចំេពះ្រគប់ស្វុីតេកើនៃនចំនួនពតិពរី ងេ យ 1 2 ... na a a≤ ≤ ≤  នងិ 

1 2 ... nb b b≤ ≤ ≤  េគមន 

  
1 2 1 2 1 1 2 2... ... ...

.n n n na a a b b b a b a b a b

n n n

+ + + + + + + + +
≤

 
ផទុយេទវញិ េបើ  េនះ 

  
1 2 1 2 1 1 2 2... ... ...

.n n n na a a b b b a b a b a b

n n n

+ + + + + + + + +
≥
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Pafnuty Lvovich Chebyshev 

គណិតវទូិរសុ ុ ី,១៨២១−១៨៩៤ 

 

217. (វសិមភពែនសប៊ីត)  

េគេ យ , ,a b c  ជចំននួពតិវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

3

2

a b c

b c c a a b
+ + ≥

+ + +  
218. េគេ យ , , , 0a b c d ≥  ែដល 1ab bc cd da+ + + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ  

  

3 3 3 3 1

3

a b c d

b c d c d a d a b a b c
+ + + ≥

+ + + + + + + +  
219. េគេ យ , , 0a b c >  នងិ *n ∈ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 1 1

2

n n n n n na b c a b c

b c c a a b

− − −+ +
+ + ≥

+ + +  
220. េគេ យ , , 0x y z >  ែដល 1xyz =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 4

x y z

y z z x x y
+ + ≥

+ + + + + +  
221. (វសិមភពមធយមនព្វន្ត-ធរណីម្រត រ ឺវសិមភពកសុូី)  

ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន 1 2, , , na a a…  រសូឺនយ េគមន 

  
1 2

1 2
nn

n
a a a

a a a
n

+ + +
≤

…
…

 
េ យសមភពេកើតមន ទល់ែត នងិមនែត  ែតបុ៉េ ្ណ ះ។ 

222. (អន្តរជតិ  ១៩៦៤)  

ង , ,  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 
3  

223.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  
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ចូរបង្ហ ញថ 
1
3

1
2

1
6 !   

(  ជចំននួគត់វជិជមន) េហើយបង្ហ ញថសមភព ចែតកនងុករណី 1 មួយែតបុ៉េ ្ណ ះ។ 

224.  (អន្តរជតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន វសិមភពខងេ្រកមពតិ 
1 1 1

 

225.  (អន្តរជតិ ឡងលីស ១៩៦៧)  

ចូរ្រ យបញជ ក់វសិមភព 
…  

ែដល 0  1,2, … , , ,  ។ 

226. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 1 2, , .., 0nx x x >  េគមន 

  
( ) 2
1 2

1 2

1 1 1
... ...n

n

x x x n
x x x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ + + + + + ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠  
227. (រុស ុ  ី២០០០)  

េគេ យ , , *x y z ∈ +  ែដល 1xyz = ។ ចូរបង្ហ ញថ  

  ( )2 2 2 2x y z x y z xy yz zx+ + + + + ≥ + +  
228. (សេូវៀត ១៩៦២)  

េគេ យ , , , 0a b c d >  ែដល 1abcd =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
2 2 2 2 10a b c d ab ac ad bc bd cd+ + + + + + + + + ≥   

229. េគេ យ , , 0a b c ≥ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( )3 3 3 3 24a b c a b c abc+ + ≥ + + +  
230. េគេ យ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )( )( )abc a b c b c a c a b≥ + − + − + −  

231. េគេ យ 1 2, , ..., *na a a ∈ +  ែដល 
1

1
n

k
k

a
=

=∑  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
( )

( )
2

1

1
1

nn

k k n
k

n
a a

n=

−
− ≤∏

 
232. (អ្ូរទីស ២០០០)  

េគេ យចំននួពតិ ,a b  ែដល 0a ≠  ។ ចូរបង្ហ ញថ 
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2 2
2

1
3

b
a b

aa
+ + + ≥

 

233. ចំេពះ *n ∈  ង 1
1

n

nU n

⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 នងិ 

1
1

1
n

nV n

+⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
។ ចូរបង្ហ ញថ ស្វុីត 

( )nU  ជស្វុីតេកើន េហើយស្វុីត ( )nV  ជស្វុីតចុះ។ 

234. (សេូវៀត ១៩៦៩)  

េគេ យចំននួគត់ 3n ≥  នងិ 1 2, , ..., *na a a ∈ +  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 2 1

2 3 3 4 1 1 2

...
4

n n

n

a a a a n

a a a a a a a a
−+ + + + >

+ + + +  
235. (ចិន ១៩៨៩/១៩៩០)  

េគេ យ 1 2, ,..., 0na a a >  ែដល 1 2... 1na a a =  ។ ចូរបង្ហ ញថ  

 ( )
1

2 3
n

n
i

i

a
=

+ ≥∏  

236. ង a  នងិ b  ជចំននួពតិវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
2 2

1 1 2
11 1 aba b

+ ≥
++ +  

 េបើ (ក) 0 , 1 រកឺ ៏(ខ) 3ab ≥ ។ 

237. េគេ យ 1 2 1, , , 0nx x x + >  ែដល 
1

1

1
1

1

n

ii x

+

=
=

+∑ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1
1

1

n
n

i
i

x n
+

+

=
≥∏

 
238. េគេ យចំននួគត់ 1n > , 1 2, , ..., *nx x x ∈ +  នងិ 1 2, , ..., na a a ∈ +  ។ ង 

1

n

k
k

s x
=

= ∑  ។ ចូរកនំត់ចំននួេថរធបំំផុត ( )C n  ែដល 
( )

( )

1

11

n n n
k k

k
k kk

a s x
C n a

x ==

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜≥ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏  ។ 

239. េតើេគ្រតវូែចកបូ៊លចំននួ n  េទកនងុ ្របអប់ចំនួនk យ៉ងេម៉ច េដើមបីេ យ ផលបូកៃនចំននួ

បន ំបូ៊លពរីៗកនុង្របអប់នមួិយៗ បូកចូលគន នងឹ្របអប់ទំងអស់េផ ងេទៀត មនចំននួតចិ

បំផុត?។ 

240. េគេ យ , , 0x y z >  ែដល 1x y z+ + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

1 1 1
1 1 1 64
x y z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠  
241. (រម៉ូនី ១៩៩៧) 

េគេ យ ចំននួគត់ 2n ≥  នងិ 1 2, , ..., 0nx x x >  ែដល 1 2... 1nx x x =  ។  
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ចូរគណនតៃំលតចូបំផុតរបស់  

  

9 9

6 3 3 6
1

i j

i j n i i i j

x x

x x x x≤ < ≤

+

+ +
∑

 
242. េគេ យ , , , 0a b c d ≥  ែដល 1a b c d+ + + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

   

1 176

27 27
abc bcd cda dab abcd+ + + ≤ +

 
243. េគេ យពហុធដេឺ្រកទ ី 1n ≥  មនេមគុណវជិជមន នងិ 1 2, , .., *nx x x ∈ + ។ 

ចូរបង្ហ ញថ 

  
( )

2 2
22 3 1

1 2

... 1
n

n

x x x
P P P n P
x x x

⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞⎤⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎟ ⎟ ⎟+ + + ≥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
244. េគេ យ 1 2, , ..., *na a a ∈ +  ែដល 1 2 ... 1na a a+ + + =  ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 
( )2

3
1 2 1

1 1 1
1

...

n

n
n kk

n n
a a a an −

=
≥ − + ∑

 
245. េគេ យ៤ចំនចុ , , ,A B C D  សថិតេនេលើែស្វ៊រមួយ មនករំង្វ ស់ ១ ែដល  

 

9

3

2
. . . . .

3
AB AC AD BC BDCD =

 
ចូរបង្ហ ញថ ចតមុុខ ABCD  ជចតមុុខនយ័ិត។ 

246. េគេ យ 1 2, , ..., *na a a ∈ +  ែដល 1 2 ... 1na a a+ + + <  ។ ចូរបង្ហ ញថ  

 

( )
( )( )( ) ( )

1 2 1 2
1

1 2 1 2

.... 1 ... 1

... 1 1 ... 1
n n

n
n n

a a a a a a

a a a a a a n +

− − − −
≤

+ + + − − −  
247. ( េមរចិសតលីស ២០០២)  

ចូរគណនតៃំលធបំំផុតរបស់ 

  ( )( ) ( )( )1 1 2 21 1 1 1S x y x y= − − + − −  

 េបើ 
2 2 2 2 2
1 2 1 2x x y y c+ = + = ។ 

248. (អន្តរជតិ ១៩៩៥) 

ង , ,a b c  ជចំននួវជិជមន ែដល 1abc = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( ) ( ) ( )3 3 3

1 1 1 3

2a b c b c a c a b
+ + ≥

+ + +  
249. (អន្តរជតិ ២០០១) 

ង , ,a b c  ជចំននួពតិវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

2 2 2
1

8 8 8

a b c

a bc b ca c ab
+ + ≥

+ + +  
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250. ង , ,a b c  ជចំននួពតិ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  
( ) ( )( )( )2 2 2 21 1 1 1ab bc ca a b c+ + − ≤ + + +

 
251. (អន្តរជតិ ១៩៨៤) 

ង , ,x y z  ជចំននួពតិមិនអវជិជមន ែដល 1x y z+ + = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

7
0 2

27
xy yz zx xyz≤ + + − ≤

 
252. េគេ យចំននួពតិវជិជមន , ,  ។ ចូរបង្ហ ញថ  

1 1 1 2 1  

253. េគេ យចំននួពតិបួនេផ ងគន  , , ,  ែដល 

4;      

ចូរគណនតៃំលធបំំផុតៃន 

 

254. េគេ យ , ,  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយមនបរមិ្រត េសមើ 2 ។ ចូរបង្ហ ញថ 
52
27 2 2 

255. ក) ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន ,p q  ែដល 1p q+ =  េគមន 
p qpa qb a b+ ≥  ចំេពះ្រគប់ , 0a b > ។ 

ខ) ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន ,  ែដល 1 េគមន 

 ចំេពះ្រគប់ , 0។ 

គ)  (វសិមភពមធយមនពន្ត-ធរណីម្រតមនេមគុណ)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ 1 2, , , 0nα α α >  ែដល 1 2 1nα α α+ + + =  

េគមន  

1 2
1 1 2 2 1 2

n
n n nx x x x x x

α α αα α α+ + + ≥  
ចំេពះ្រគប់ 1 2, , , 0nx x x > ។ 

ឃ)  (វសិមភពហលូឌ័រ)  

េគេ យ ,p q +∗∈  ែដល 1 1
1

p q
+ =  នងិ ប ្ត ចំននួពតិ 1 2, , , na a a  នងិ 

1 2, , , nb b b  ចូរបង្ហ ញថ  
1 1

1 1 1

n n np q
p q

i i i i
i i i

a b a b
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  
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ែដលអងគទំងពរីេសមើគន  លុះ្រ ែត វុចិទរ័ ( )1 2, , ,
p p p

nu a a a  នងិ វុចិទ័រ ( )1 2, , ,
p p p

nv b b b  

កូលីេនែអ៊រនងឹគន  េហើយ ប ្ត  i ia b  សុទធែតវជិជមនរសូឺនយទំងអស់ រេឺបើមិនអញចឹង សទុធែតអ

វជិជមនរសូឺនយទំងអស់។ 

 

256. (វសិមភពមិនកវូសគី)  

ង 1;p ⎡ ⎡∈ +∞⎣ ⎣  េហើយ 1, , nx x  នងិ 1, , ny y  ជចំននួពតិ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 1 1

1 1 1

p p pn n n
p p p

i i i i
i i i

x y x y
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟+ ≤ +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

 
ែដលអងគទំងពរីេសមើគន  លុះ្រ ែត វុចិទរ័ ( )1 2, , ,

p p p
nu a a a  នងិ វុចិទ័រ ( )1 2, , ,

p p p
nv b b b  

កូលីេនែអ៊រនងឹគន  េហើយមនទិសេ ដចូគន ។ 

257. េគេ យ , , 0x y z > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( ) ( ) ( ) ( )

4 3 4 3

1 3 1 32 3 2 34 3 4 32 2 2 2

x y

x x y x z y y z y x

+
+ + + + + +

( ) ( )

4 3

1 3 2 34 3 2 2
1

z

z z x z y

+ ≤
+ + +

 
258. េគេ យចំននួពតិ , , ,a b c d ។ ចូរកនំត់តៃំលតចូបំផុតរបស់ 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3S a b c= + + − + +  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3b c d+ + + − + + ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 2 3c d a+ + + − + +

 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3d a b+ + + − + +  

259. ង , ,x y z  ជចំននួពតិវជិជមន 

 ក) ចូរបង្ហ ញថ េបើ  េនះ 

  
2 2 2

3 3
21 1 1

x y z
x y z

+ + ≤
+ + +  

 ខ) ចូរបង្ហ ញថ េបើ 0 , , 1 នងិ 1 េនះ 

  
2 2 2

3 3
21 1 1

x y z
x y z

+ + ≥
− − −   

260. (ែប រុស ១៩៩៩)  

េគេ យស្វុីតៃនចំននួពតិពរី 1 2, ,...x x  នងិ 1 2, ,...y y  កនំត់េ យ 
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2
1 1 1 1 2

3, 1 ,
1 1

n
n n n n

n

y
x y x x x y

y
+ += = = + + =

+ +  
 ចំេពះ្រគប់ 1n ≥ ។ ចូរបង្ហ ញថ 2 3n nx y< <  ចំេពះ្រគប់ 1n > ។ 

261. ង 1 2, ,..., nx x x  ជចំននួពតិខុសៗគន ចំននួ n  សថិតកនងុចេន្ល ះ [ ]1,1−  ែដល 2n ≥ ។ ចូរ

បង្ហ ញថ 

  

2

1 2

1 1 1... 2n

nt t t
−+ + + ≥

 
ែដល ∏  ។ 

262. េយើងយកចំននួពតិបួនេនកនងុចេន្ល ះ 2 6 2 6,
2 2

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 េ យមិនបច់េរ ើស។ ចូរបង្ហ ញ

ថ ្រតវូែតមនពរីកនងុចំេនមេនះ ងេ យ a  នងិ b  ែដល 

  
2 24 4 2a b b a− − − ≤

 
263. (វសិមភពយិនសិន)  

ង 1n ≥  ជចំននួគត់ េហើយ f  ជអនគុមនផ៍ត េលើែដន I ។ ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់

ចំននួពតិ 1 2, , , nλ λ λ +∗∈  ែដល 1 2 1nλ λ λ+ + + =  ្រគប់ 1 2, , , nx x x I∈  

េគមន 

  ( )1 1 2 2 n nf x x xλ λ λ+ + +  

  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 n nf x f x f xλ λ λ≤ + + +  
េហើយ េបើ f  េប៉ង ច់ខត េនះកេន មខងេលើក្ល យជសមភព េពល 

1 2 nx x x= = =  
 

យ៉ូ ន យិនសិន 
(Johan Jensen) 

 
េឈម ះេពញ យ៉ូ ន លុយឌ ្វចិ វ ី ម ៉ល់ដែឺមរ យនិសនិ 
(Johan Ludwig William Valdemar Jensen) 
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(ឧសភ ១៨៥៩ - កមុ ភៈ ១៩២៥) គណិតវទិ ូនងិ វសិ្វករជត ិ ណឺម៉ក។ េគ គ ល់គត់េ យ
រវសិមភពយនិសនិ។ ក នងុឆន  ំ១៩១៥ គត់បនបង្ហ ញថ របូមន ្តវសិមភពរបស់គត់ ច

េ្របើបនេលើ វភិគក ុផំ ្លចិ។ 

 

និយមន័យ 
អនុគមន ៍ f  មួយ ែដលកនំត់េលើ I ∈  េ ថ ផត េបើ ចេំពះ្រគប់ 0,1λ ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  នងិ ្រគប់ ,x y I∈  

េគមន 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1f x y f x f yλ λ λ λ+ − ≤ + −  

 
សំគល់ 

ក) កនុងនយិមនយ័ខងេលើ ែដន ( ) ( ){ }, /E x y y f x= ∈ × ≥I  ផត។ 

ខ) េយើងថ f  េប៉ង េបើសិនជ f−  ផត។ 

គ)  េយើងេឃើញថ អនុគមន ៍ f  ផតេលើ I  ទល់ែតនងិនេំ យ តង់សង់របស់ែខ េកងៃនអនុគមនេ៍នះ

េកើន េលើ I ។ ដូេចនះ េបើ f  មនេដរេីវ េលើ I  េនះ f  ផតទល់ែតនងិនេំ យ f ′  េកើនេលើ I ។ 

ឃ) េបើ f  មនេដរេីវពរីដងេលើ I  េនះ អនុគមន ៍ f  ផត ទល់ែតនងិនេំ យ 0f ′′ ≥  េលើ I ។ 

ង) អនុគមនមួ៍យផត ច់ខតជប់េលើ I  មនតៃំលអតបិរម្រតង់ចនុំចមួយ មនិេនកនុងI  េ្រពះថ េបើ f  

មនតៃំលអតបិរម េន្រតង់ចនុំច a  ែដលមនិេនចែំដនរបស់ I  េនះ េគ ចរកបនអងកត់ភជ ប់រ ង 

( )( ),a f aε ε− −  នងិ ( )( ),a f aε ε+ +  ែដលមនិេនខងេលើ ែខ េកងរបស់ f ។ 

 

264. និយមន័យ- េគេ យ ចនួំនគត់ 2n ≥  ប ្ត ចនួំនពតិវជិជមន ច់ខត 1 2, , , na a a  

នងិ ប ្ត ចនួំនពតិវជិជមន ច់ខត 1 2, , , nλ λ λ  ែដល 
1

1
n

i
i

λ
=

=∑ ។ េយើងកនំត់

អនុគមន ៍M  េលើ ∗  េ យ ( )
1

1

n

i i
i

M a

α

αα λ
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ។ េគេ  ( )M α  ថ 

មធយមលំ ប់ α  ៃនប ្ត ចនួំន ia  ផ ំនងឹេមគុណ iλ ។ 

x y

f(x) f(y)

g

( ) ( ) ( ) ( )1g f x f yλ λ λ= + −
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្រទឹស្តីបទ វសិមភពមធយមលំ ប ់α  

េគេ យ 1, , 0na a >  មិនេសមើគន ទំងអស់ នងិ 1, , 0nλ λ >  ែដល 
1

1
n

i
i

λ
=

=∑  ។ ចូរ

បង្ហ ញថ អនគុមន ៍ ( )M α  េកើន ច់ខតេលើ  មននយ័ថ 

ចំេពះ្រគប់ 1, , 0na a >  នងិ α β<  េគមន ( ) ( )M Mα β≤  

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិនេំ យ 1 2 na a a= = = ។ 

 

265. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ 1, , 0na a >  េគមន 

{ } ( ) ( )1min , , 1 0na a M M≤ − ≤  

   ( ) ( ) { }11 2 max , , nM M a a≤ ≤ ≤  

រ ឺ  

{ } ( )
1

1 1

1

min , ,
1 1

nn n

n

n
a a a a

a a

≤ ≤
+ +

 

   
{ }

2 2
1 1

1max , ,n n
n

a a a a
a a

n n

+ + + +
≤ ≤ ≤

 
េហើយសមភពេកើតមន េពល 1 na a= = ។ 

 

266. េគេ យចំននួពតិ , ,a b c  វជិជមន ច់ខត ែដល 1a b c+ + = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 

2 2 2
1 1 1 100

3
a b c
a b c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + + + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
267. (កេូរ ៉១៩៩៨)  

េគេ យ , , 0a b c >  ែដល a b c abc+ + = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

2 2 2

1 1 1 3

21 1 1a b c
+ + ≤

+ + +  
 

268. ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ , , 0a b c >  េគមន 

  

( )
2 2 2

2 3
6

2 3

a b c

a b c

+ +
≤

+ +  

269. េគេ យ , 0a b ≥  នងិ , 1p q >  ែដល 1 1
1

p q
+ = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

p qa b
ab

p q
+ ≥
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270. ចូរកនំត់ចំននួេថរ M តចូបំផុត ែដល ចំេពះ្រគប់ , 0a b >  េគមន 

  ( )1 31 3 1 3
a b M a b+ ≤ +   

271. េគេ យ 1 2, , , nx x x +∗∈  ែដល 
1

1
n

i
i

x
=

=∑ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  1 11

n
i

i i

x n

nx=
≥

−−
∑

 
272. (អ្ូរទីស ២០០០)  

េគេ យ , 0a b >  នងិ n ∈ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

11 1 2
n n

na b

b a
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + + ≥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

273.  (អន្តរជតិ ២០០១)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ 8λ ≥  នងិ , , 0a b c >  េគមន 

  
2 2 2

3

1

a b c

a bc b ca c ab λλ λ λ
+ + ≥

++ + +  
274.  ( េមរចិ ១៩៨០)  

េគេ យ , , 0,1a b c ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦ ។ ចូរបង្ហ ញថ  

( )( )( )1 1 1 1
1 1 1

a b c
a b c

b c c a a b
+ + + − − − ≤

+ + + + + +  
275. េគេ យចំននួគត់ 1n ≥ ។ ង , 1;tα ⎡ ⎡∈ +∞⎣ ⎣  នងិ β +∗∈ ។ 

ង 1 2, , , na a a +∗∈  ែដល 
1

1
n

i
i

a
=

=∑ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  1

1 1
t tn

i
i i

a n n
na

α β
β α

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ + ≥ +⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិនេំ យ  1 2
1

na a a
n

= = = = ។ 

276.  ( េមរចិ ១៩៧៧)  

េគេ យ 0 , , , ,p a b c d e q< ≤ ≤ ។ ចូរបង្ហ ញថ  

( )
2

1 1 1 1 1
25 6

p q
a b c d e

a b c d e q p

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟+ + + + + + + + ≤ + −⎜⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
277. (ប៉ឡូញូ ១៩៩៥)  

េគេ យចំននួគត់ 1n ≥  ចូរកនំត់តៃំលតចូបំផុតរបស់ផលបូក 
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2
2

1 2

n
nx x

x
n

+ + +
 

ែដល 1 2, , , nx x x  ជចំននួពតិ ែដល 
1 2

1 1 1

n

n
x x x

+ + + =  ។ 

278. (អន្តរជតិសតលីស ១៩៩៨)  

េគេ យ 1 2, , , 1nx x x ≥ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( )11 2 1 2

1 1 1

1 1 1 1
n

n n

n

x x x x x x
+ + + ≥

+ + + +
 

279. (អន្តរជតិសតលីស ២០០១)  

ង 1 2, ,..., nx x x  ជចំននួពតិ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

1 2
2 2 2 2 2
1 1 2 1

...
1 1 1 ...

n

n

xx x
n

x x x x x
+ + + <

+ + + + + +  
280.  (េអៀរង់៉ ១៩៩៨)  

េគេ យ 1 2 3 4, , , 0x x x x >  ែដល 1 2 3 4 1x x x x = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

4 4 4
3

1 1 1

1
max , ,i i

ii i i

x x
x= = =

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪≥ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑ ∑

 
281. េគេ យ , , 0x y z ≥ ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( ) ( )( )( )23 3 3 2 2 28 9x y z x yz y zx z xy+ + ≥ + + +
 

282. េគេ យចំននួគត់ 1n >  នងិ 1 2, , , 0nx x x >  ែដល 

1 2 1nx x x+ + + =  
ចូរបង្ហ ញថ 

1 2 1 2

1 21 1 1 1
n n

n

x x x x x x

x x x n

+ + +
+ + + ≥

− − − −  
283.  (ទរួគី ១៩៩៧)  

េគេ យចំននួគត់ 2n ≥ ។ ចូរគណនតៃំលតូចបំផុតៃន 
5 5 5
1 2

2 3 1 3 1 2 1

n

n n n

x x x

x x x x x x x x x −
+ + +

+ + + + + + + + +  

ែដល 1 2, , , 0nx x x >  េហើយ 
2 2 2
1 2 1nx x x+ + + = ។ 

284.  ( សុីប៉សុីភិច ២០០៤)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ , ,a b c  
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  ( )( )( ) ( )2 2 22 2 2 9a b c ab bc ca+ + + ≥ + +
 

285.  (ហុង្រគី ១៩៩៦)  

ង a  នងិ b  ជចំននួពតិវជិជមន ែដល 1a b+ = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

2 2 1

1 1 3

a b

a b
+ ≥

+ +  
286. ង 1 2 1 2, , ,a a b b  ជចំននួពតិវជិជមន ែដល 1 2 1 2a a b b+ = +  នងិ 

( ) ( )1 2 1 2max , max ,a a b b≥ ។ ង x  នងិ y  ជចំននួពតិមិនអវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

1 2 2 1 1 2 2 1a a a a b b b bx y x y x y x y+ ≥ + ។ 

 

និយមន័យ: ភពសុីេម្រទី និង សុីគ្លិច 
ង ( ), ,P x y z  ជអនុគមនម៍នបអីេថរ , ,x y z ។ ង 

 
( ) ( ) ( ) ( )

cyclic

, , , , , , , ,P x y z P x y z P y z x P z x y= + +∑
 

 
( ) ( ) ( ) ( )

sym

, , , , , , , ,P x y z P x y z P x z y P y x z= + +∑
 

   ( ) ( ) ( ), , , , , ,P y z x P z x y P z y x+ + +  
ឧទហរណ៍ 

  

  

 
( )3 3 3 3

sym

2x x y z= + +∑
  

 

2 2 2 2 2 2 2

sym

x y x y x z y z y x z x z y= + + + + +∑
 

 sym

6xyz xyz=∑
 

 

287.  (េអៀរង់៉ ១៩៩៨)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ , , 1x y z >  ែដល 1 1 1 2x y z+ + =  េគមន 

  1 1 1x y z x y z+ + ≥ − + − + −  
288. (វសិមភពឈរ័)  

ង , ,x y z  ជចំននួពតិមិនអវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 0r >  េយើងមន 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0r r rx x y x z y y z y x z z x z y− − + − − + − − ≥  
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រ ឺ 
( )( )

cyclic

0rx x y x z− − ≥∑
 

289. េគេ យ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( ) ( ) ( )3 3 3 3a b c abc ab a b bc b c ca c a+ + + ≥ + + + + +  

( ) ( ) ( )3 2 3 2 3 2
2 ab bc ca
⎡ ⎤

≥ + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦  
290. ង (0, 3t ⎤∈ ⎦  ។ ចំេពះ្រគប់ , , 0a b c ≥  ចូរបង្ហ ញថ 

 
( ) ( )2 2

cyclic cyclic

3 2
t

t t abc a ab− + + ≥∑ ∑
 

291. (វសិមភពមរួែហ៊ដ)  

ង 1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a b b b  ជចំននួពតិ ែដល 

  1 2 3 0;a a a≥ ≥ ≥  1 2 3 0b b b≥ ≥ ≥  

  1 1;a b≥   1 2 1 2a a b b+ ≥ +  

  1 2 3 1 2 3a a a b b b+ + = + +  

ករណីេនះ េគថស្វុីត ( )1 2 3, ,a a a  ម៉សូរ ស្វុីត ( )1 2 3, ,b b b ។ 

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិវជិជមន , ,x y z  េគមន 

  

1 2 3 1 2 3

sym sym

a a a b b bx y z x y z≥∑ ∑
 

292. េគេ យ , ,a b c  ជចំននួវជិជមន ែដល 1abc = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

1 1 1
1

1 1 1a b b c c a
+ + ≤

+ + + + + +  
293. េគេ យ , , , 0a b c d > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )3 3 3 33

2
a b c d+ + + ≥

 
ab cd ac bd ad bc bc da bd ca cd ab+ + + + +  

294. (េអៀរង៉ ់១៩៩៦)  

ង , ,x y z  ជចំននួពតិវជិជមន។ ចូរបង្ហ ញថ 

  

( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 9

4
xy yz zx

x y y z z x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜+ + + + ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠  
295. ង , ,x y z  ជចំននួពតិវជិជមន ែដល 1xy yz zx+ + = ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 

1 1 1 5
2x y y z z x

+ + ≥
+ + +  

296. (អន្តរជតិ ១៩៨៣)  
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ង , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 

  ( ) ( ) ( )2 2 2 0a b a b b c b c c a c a− + − + − ≥  
297. ចំេពះ្រគប់ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )( )2 2 2 2 2 2a b b c c a ab bc ca+ + + +
  

  ( )( )( )3 3 33abc a abc b abc c abc≥ + + + +
 

298.  (អន្តរជតិសតលីស  ១៩៩០)  

ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ , ,a b c  េយើងមន  
 

299. េគេ យ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ  

ក) 
2 2 2

1 1 1b c c a a b

a b ca bc b ca c ab

+ + +
+ + ≤ + +

+ + +  

ខ) 

2 2 2a bc b ca c ab
a b c

b c c a a b

+ + +
+ + ≥ + +

+ + +  

300.  (េអៀរង់៉ ១៩៩៦)  

េគេ យ , , 0x y z > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

 

( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 9

4
xy yz zx

x y y z z x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜+ + + + ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠  
301.  (ជប៉ុន ១៩៩៧)  

េគេ យ , , 0a b c > ។ ចូរបង្ហ ញថ 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 2 2

2 2 22 2 2

3

5

b c a c a b a b c

b c a c a b a b c

+ − + − + −
+ + ≥

+ + + + + +  

VI. វសិមកីរ 
េ ះ្រ យវសិមីករ 

302. 0

303. 

304. 0

305. 

306. 0

307. 0
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308. 

309. 

310. 

311. 

312. 0

313.  314.  

315.  

316.  

317. 
   

318.  

319.  

320.  

321.  

322.  323.  

324.  

325.  

326.  

327.  328. 
| | | | 

329.  330.  

331. | |
 332. √  

333. √ √  334. √ √  
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335. √  336. √  

337. √  338.  

339. √ √  

340.  341.  

342.  343.  

344. √ √ √  

345. 
√

 346. √
 

347. √ √  348. √ 4 √  

349. √
 

350. √ √  

  

351.  ចូរបង្ហ ញថពហុធ 1 មនតៃំលវជិជមនចំេពះ្រគប់  ។ 

352.  សនមតថ  នងិ 

, , , 0 ។ ចូរបង្ហ ញថវសិមភព ⁄ 0 នងិ 

0 សមមូលគន ។ 

353.  េ យដងឹថ 1 1, 1 1 , 3 4 ែដល , 0 ។ 

ចូរកនំត់សញញ របស់  ។ 

354.  (អន្តរជតិ ១៩៦០)  

េ ះ្រ យវសិមីករ 
4

1 √1 2
2 9 

355.  (អន្តរជតិ ១៩៦២)  

េ ះ្រ យវសិមីករ 

√3 √ 1
1
2 

356.  េ ះ្រ យវសិមីករ 
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9 16 2√2 4 4√2  

VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
357*.  េ ះ្រ យ្របពន័ធវសិមីករ 

2,
1,

0,
0

  

ែដលកនងុេនះ 2 3  មនតៃំលធបំំផុត។ 

358.  ចូរកនំត់រសឺគត់ធមមជតរិបស់្របពន័ធ 
2

17
1
2

1
2

 

359.  ចូរកនំត់តៃំលរបស់  ែដលសំនុ ំ
; | 2 1 ; | 0  

មនចំនចុែតមួយគត់។ ចូរកនំត់ចំនចុេនះ។ 

360.  ចូរកនំត់ ;  ែដល 
2 12 0
4 60  

361.  េ ះ្រ យ្របពន័ធវសិមីករ 

√4 3
√ √ 1 5

 

362. េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 
13 2 2 2 26 5 7 7 30 0    1
17 2 2 2 26 3 2 0     2

11 28 0    3
 

363. ចូរកនំត់  េដើមបីេ យ្របពន័ធខងេ្រកមមនរសឺ 

2 7
1  

1
3 10 5 2
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២. អនុគមនអ៍ុិចសប៉ូណងែ់សយល‐េ ករតី 

 

I. គណន 
គណន 

364. 25  365. 366. ln ln| |

367. log log  368. 2

369. 
log 25
log 5  370. log 5 . log 9 . log 2 

371. log , 4 372.   

373. ចូរគណន log 8 េបើ log 3 , log 5  ។ 

374. ចូរគណន log 40 េបើ log 15 , log 50  ។ 

375. ចូរគណន log 0,175  េបើ log 196 , log 56  ។ 

376. គណន 
log 24
log 2

log 192
log 2  

II. សមភព 
377. ចូរបង្ហ ញថ េបើ log 18 , log 54 េនះ 5 1 ។ 

III. សមកីរ 
េ ះ្រ យសមីករ 

378. 4 , 9 6  

379. 25 9 34.15
380. 2 2 2

381. 5√2 7 6 5√2 7 7 

382. 3 2.3 3 0
383. . 2√ 2 2√ . 2
384. 4 50

385.   9 
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386. log 4 12 2

387. log log log 5,5

388. log 3 log 1 3

389. log 3 log 6 log 2 log 5

390. log 4 log 3 log 5 4

391. ln 1 0,5 ln 2 1 ln 3

392. log 2 2 log 2 log 2 4

393. 2 log 2 log 4 0

394. log 2 log 10 4 log 3

395. log
2
1 1 log

3 7
3 1 

396. 2 log
7
1 log

1
1 1 

397. log 5 2 2 log √3 1 1 log 4

398. log 3 2 2
1
2 log 2 log 50 

399. log 1
4

log 1
4
4 2 log

2
1 1  

400. log log 1 

401. log 1 log√ √ 3 log log / 3  

402. log 6 25 1 log 4 2  

403. log log log log log log log log log  

404. log
3
log log

√3
1
2 log √  

405. log 10 log 1 

406. 
log 1

log 2
2 log √ 3 log  

407. 2 log 9 log 3 10 

408. log 125 log 1 

409. log √5 log 5
9
4 log √5 

410. log log log log 2 0 
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411. log 9 12 4 4 log 6 23 21  

412. log 4 log 4 log
1
2 2 log

1
2 0 

413. log 27 log 4 

414. log 2 log
7
6 0 

415. log , 14 log 40 log √ 0 

416. 4 log √ 2 log 3 log  

417. log
3

log 1 

418. log /√ 10 log 3 2 log 3 log /√ 10 2 

419. 
log 2

log 2
log
log 2

1
log 2 

420. 
log √
log log log 2 0 

421. 1 log , 3 log , 1 

422. 2 log 9
√12
log  

423. log 1 log√ 1 4 

424. log 0,5 log √  

425. log 3 2   2
1
4 log 16 2 log 4 

426. log log
1
2 9 2  

427. log 3
2
9 log 0,2 

428. log 2 log 4 9 1 log 2 1  

429. log 6.5 25.20 log 5 

430. log√ 4 6 log 2 2 2 

431. 1 log 5 log 4 12  

432. log 4 1 log 2 6  
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433. log 9 9 log 28 2.3  

434. log
8
2 1 2 

435. log / 2
1
2 1 log /

1
4 4  

436. 1 100 1  

437. 10  

438. 3 54  

439. log 9 2 10  

440. | 1| | 1|  

441. 3 , , 9√3 log 7 0 

442. 3.2 2.3 5.6^ log 3 2  

443. 1 log / 2 3 log /  

444. log 6 √ √ 2
1
2 log √ √ 2  

445. 5 12 13  

446. 3 4 5 6  

447. 2 1  

448. log 4 3 

449. េ យដងឹថ 9 ជរសឺមួយៃនសមីករ 

log 15 log 2 log
8

2 

ចូរកនំត់រសឺេផ ងេទៀតៃនសមីករេនះ។ 

 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 

450. log log 3
log log 4 
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451. 2 2 3
1
7 . 3

  3
1
7

 

452. 10 50
log log 2 log 5  

453. log
65

 

454. log log 1
2  

455. 3 1 log 1
27

 

456. 4 log 4
log 2 4 

457. log 1
0,01  

458. 2
20  

459. 2 . 8 2√2

log
1

0,5
1
2 log 9

 

460. 
log 2 log

4
9 1

5
 

461. 2 log log 5
8

 

462. log log 2,5
 

463. 28

log log 1,5
 

464. log log 2
log log 1 

465. 2 4
2
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466. 4 / 16
√ 2 √12 √8

 

467. 4 2
log 2 log 2 log 1 0,5

 

468. log log log / log / 1
4

 

469. 1
3 √9 9

3 2
4
 

V. វសិមភព 
470. េតើមួយ ធជំង រ ង 2  នងិ 3  ? 

471. ចូរបង្ហ ញថ 
log 1 log 2  

ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិ 1 ។ 

472. េ យមិនេ្របើ ង ចូរបង្ហ ញថ log 9 log 25 ។ 

473. េគេ យ 1 2, ,..., 0nx x x >  ។ ចូរបង្ហ ញថ  

. … . …  

474. ( េមរចិ សតលីស១៩៩៩) េគេ យ , , 1។ ចូរបង្ហ ញថ 

 
 

VI. វសិមកីរ 
េ ះ្រ យវសិមីករ 

475.  log / 2 5 1 0

476. log / 2 0 

477. log / 4 6 2

478. log /
3 1

2 1 

479. log ,
35 1

2 

480. log 2 4 log 3

481. log , 2 log , 3

482. log 3 4 log√ 1 0
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483. log 1 log 2  

484. log /
6 9

2 1 log 1  

485. log 2 log 27 2 

486. log 1 log 2 log 2  

487. log 2 log / 1 log√ 3 

488. log / 2 5 log / 16 1 

489. log 1
1

log / 1 4 1 

490. log log 2 5 log 2 log 3  

491. log / 1 log / 1 log√ 5 1 

492. log log 1 2 

493. log 3 log 4 0 

494. 
1 log
1 log

1
2 

495. log / log 3
5
2 

496. log log / 4 20 log 148 0 

497. 2 log 3 log 8 2 log 3 log 6 3 

498. log 3 log 1 log 3 log 3 5 

499. 1,25 0,64 √  

500. 2 21.
1
2 2 0 

501. 0,1 0,8 2.10  

502. 2 2 3 

503. 3 35.3 6 0 

504. 6
2 1

2  
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505. 3 3 2 

506. 1
2 2 3.2  

507. log 4 5.2 2 2 

508. log /√ 6 36 2 

509. log√ 5 1 log√
2√2
5 1 2 

510. log 1 2
log 2 log 4
log 8 log 3 

511. log
3 2
1 1 

512. log 9 3 log
1
3  

513. √9 3 2 9 3  

514. log / log 5 0 

515. 0,3 1  

516. log / √ 3 0 

517. log / √5 1 3 

518. 
4 

519. 1000 

520. √ 2 

521. log 1 log 2 

522. 
1

5 log
2

1 log 1, 0 1 
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523. 
3 log 6
log 2 1 

524. log 1 8 2 1  

525. log 1 2 

526. log 2 2 

527. log 5 6 1 

528. log 1 

529. log 9 8 2 2 

530. log 1 1 

531. log
15

1 2 2 

532. log 3 2 1 

533. log 3 1 

534. log | | 2 0 

535. log 10 22 0 

536. | | 1 

537. log 6 1 

538. log 3
4 16 0 

539. 
log , 1
√2 8

0 

540. 
log , 2
√2 1

0 

541. 
3 2 1
log 1 0 

542. 25.2 10 5 25 
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543. log log 3
log 2 log

log  

544. 
1

log 1
2

1
log 3  

VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
េ ះ្រ យ្របពន័ធវសិមីករ 

545.  8 2

log ,
10
7 log 5 1

0

  2 31 0

 

546.  log 3 log 2

log 1
3 log 5 1

0

   √ 2 0

  

547. 1
81

1
3

0 1
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៣. ្រតីេកណម្រត 

 

I. គណន 
548. េ យដងឹថ sin cos  គណន ក) |sin cos |; ខ) sin cos  

549. េ យដងឹថ tan cot  គណន ក) tan cot  ; ខ)  tan cot  

550. គណន sin   េបើ tan , 2  ។ 

551. គណន cos 70°   េបើ sin 40° , 0 45° ។ 

552. គណន sin   េបើ sin , cos ; sin ;  0 , ,  ។ 

553. គណន sin 3 , cos 3 , tan 3   េបើ cot 4/3,  ។ 

 

គណន 

554. sin sin 3
cos cos 3  555. cos 4 cos 2

sin 2 sin 4  

556. sin 3 sin 2 sin 3
cos 3 cos 2 cos 3  557. 2 sin 2 2 cos 1

cos sin cos 3 sin 3  

558. cos
2
7 cos

4
7 cos

6
7  

559. cos 0 cos 7 cos
2
7 cos

6
7  

560. េ យ sin cos 1,4, 0  ។ គណន  tan  ។ 

561. មំុ្រសួចវជិជមន , ,  េផទ ងផទ ត់ទំនក់ទំនង  

tan 2
1
3 cot 2 , cot 2

1
2 3 tan 2 cot 2  

គណន  ។ 

គណនេ យមិនេ្របើ ង 

562. cos 292°30                563. cosec 10° √3 sec 10°  

564. 2 cos 40° cos 20°
sin 20°  

565. 2√2 sin 10° 2 sin 35°
sec 5°
2

cos 40°
sin 5°  
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566. cos 73° cos 47° cos 73° cos 47°

567. sin 6° sin 42° sin 66° sin 78°

568. cos 33° cos 57°
sin 21° cos 21°  569. 6 cos 40° 8 cos 40° 

570. tan 20° 33 tan 20° 27 tan 20° 3

571. cot 36° cot 72° 

572. គណន 

tan 18 tan
5
18 tan

7
18 

573. គណន 

1 4 cos 1999 1 4 cos
2
1999 1 4 cos

3
1999 … 1 4 cos

999
1999  

II. សមភព 
បង្ហ ញសមភព 

574. sin cos 3 sin cos 1

575. sin tan
cos cot tan  

576. េ យ , ,  ជមំុៃន្រតេីកណ។ ចូរបង្ហ ញថ sin sin cos cos cos  ។  

បង្ហ ញសមភព 

577. cos sin 1 sin 2

578. 1 sin 2 sin 4 2  

579. 
1 2 sin

2 cot 4 cos 4
1 

580. 1 2 sin
1 sin 2

1 tan
1 tan  

581. tan
4

1 sin 2
cos 2

 

582. cos sin
cos sin tan 2 sec 2  

583. sin 2 sin cos cos
tan 2 1 cos 2  
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584. 
sin sin
1 tan cot cos sin  

585. 3 4 cos 2 cos 4 8 sin  

586. cos
1
8 cos 4

1
2 cos 2

3
8 

587. sin cos
1
2 1 cos 2  

588. 4 sin cos 1 3 cos 2  

589. 8 sin 2 cos 2 1 6 cos cos  

 

បង្ហ ញសមភព 

590. 
2 sin sin 4
2 cos cos 3 tan 2 cos  

591. cos sin sin 2 √2 cos 2 4  

592. cos cos 3 cos 3
3
2 

593. sin cos 3 cos 3
1
4 

594. log / cos cos cos 2 cos 2 0 

595. cot 2 1
2 cot 2 cos 8 cot 4 sin 8  

596. 16 sin 10° sin 30° sin 50° sin 70° 1 

597. sin cos
1
16

1
32 cos 2

1
16 cos 4

1
32 cos 6  

598. sin 9 3 sin 7 3 sin 5 sin 3 8 sin 6 cos  

599. tan tan tan tan tan tan  

600. √1 sin √1 sin 2 sin 2 ; 0 2 

601. ចូរបង្ហ ញថ  

1
2 2 ... 2 2 cos

2n
π
+

+ + + =  (កនងុេនះមនឬស n ដង) 
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ចំេពះ n N∈  
602.  េគេ យ ចំននួគត់វជិជមន  ។ ចូរបង្ហ ញថ មនពហុធ មួយ ែដល 

( )cos cosnnx T x=  ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ  ។ ពហុធ  េនះ េគេ ថ ពហុធ 

Tchebychev។ 

603.  េគេ យចំននួពតិ  េផទ ងផទ ត់ 

3 2√2 √2 1 3 
ចូរបង្ហ ញថ √2 1 2 cos  

604.  ចូរបង្ហ ញថ  

sin 7 sin
2
7 sin

3
7

7
4 

III. សមកីរ 
េ ះ្រ យសមីករ 

605. cos 1,5 √2 sin cos

606. 2 sin cos √3 2 cos √3 sin 0
607. sin 2 cos sin 608. tan 3 2 sin 3 0 

609. 2 tan cos 1 2 cos tan

610. sin cos 1/4 611. 3 cos 2 sin

612. 6 cos 13 sin 12 613. 3 cos 4 cos sin 2 0

614. cos 5 sin 5 1 615. sin
|2 cos 1|
2 cos 1 sin sin  

616. tan 4 tan 3 0 617. 2 tan 2 cot 3 

618. √3
cos 4 tan  619. 1

sin cot 3 

620. 2 cos cos √8 tan 5 

621. cos 4 sin 6 sec tan sin 4 cos  

622. log 3 sin log cos log 1 tan log 1 tan 1 

623. sin 2 cos 2 sin 2 cos 2

624. sin cos 2 sin 2
3
4 sin 2 0 

625. sin cos sin 2 0

626. 1
sin cos

2
sin cos 4 0 
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627. tan 5 2 sin 10 5 sin 5  

628. cos 2 3 sin 2 0 

629. cos 10 12 4√2 sin 5 6 4 

630. 6 sin 2 sin 2 5 

631. cos cos 4 cos 2 0 

632. 4 cos 2 3 sin 1 cos 2  

633. tan 1
1

cos 3 cot 2 3 

634. 8 cos 8 cos cos 1 0 

635. sin 5 cos  636. sin cos 0 

637. sin cos 0 638. |sin | sin 2 cos  

639. cos 4 sin cos 0 

640. sin sin 2 cos 2 cos  

641. sin 2 sin 2 sin 4 cos  

642. tan sin 2 sin 2 

643. 1 sin 2 cos sin cos sin  

644. 3 cos sin 1 cos 2 sin 2  

645. sin 3 sin cos 2 cos 0 

646. 2 cos 3 sin 2 8 sin 0 

647. 3 sin 5 cos 2 cos 2 4 sin 2 0 

648. 2 sin 5 sin cos 8 cos 2 

649. 1
cos 4 sin 6 cos  650. sin 4 cos 0 

651. sin 1 tan 3 sin cos sin 3 

652. sin sin cos sin cos sin cos cos 1 

653. √3
2 cos

1
2 sin

√3
2  654. √3 sin cos √2 

655. sin 5 √3 1 cos 5  656. cos sin 1 
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657. sin cos cot 2 √3 658. sin| | tan 5 cos  

659. sin 2 √3 cos 2 5 cos 6 2  

660. cos 6 tan cos 6 tan 1 

661. tan 2 tan
1 tan 2 tan 1 662. tan 3 tan 2

1 tan 3 tan2 1 

663. 2 tan 3 3 tan2 tan 2 tan 3  

664. cot cot 15° cot 25° cot 15° cot cot 25°  

665. sin tan 2 0 666. 1 cos tan 2 0 

667. tan 2 cot 4 sin 2  668. 15 cot 2 130 sin
53
3 tan 2 

669. 59
4 cos 6 sin tan 2 4 tan cot 2 

670. 2 sin 4 2 sin tan  

671. cos 3 2 cos  672. cos 9 2 cos 6 2 

673. cos 4 cos 3  674. 3 sin 3 sin  

675. sin 6 2 2 cos 4  676. sin
3
2

3 sin 3 sin
2
 

677. sin 4
3
2 2 sin

3
4 2  

678. 3 cos 3 sin sin 3 cos 3 0 

679. cos sin ,   0 

680. sin sin 4 0 681. sin 4 sin 2 0 

682. sin cos cos 2 683. cos 2 cos 6 0 

684. cos 3 4 sin  685. sin sin 2  

686. sin 6 sin
2
3 cos 4  

687. 1 sin 2 sin 3
cos 3 688. cos 5 cos 7 cos 6  

689. cos cos 3 2√3 sin  690. sin sin 3 4 cos 0 
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691. cos cos 2 sin 3  692. sin 2 sin 2 sin 3  

693. sin sin 2
sin 3 1 694. √2 sin 10 sin 2 cos 2  

695. cot sin 2 cos 2 1 

696. tan 2 cos 3 sin 3 √2 sin 5 0 

697. 2 sin 3 2 cos 2 4 3 sin 4 8 √3 cos 4 8  

698. sin sin 2 sin 3 sin 4 0 

699. cos 9 cos 7 cos 3 cos 0 

700. cos 5 sin 5 sin 7 cos 7  

701. sin 7 cos 2 sin 2 sin  

702. cos 2 sin 3 cos 8 sin 10 cos 5  

703. sin sin 2 sin 3 1 cos cos 2  

704. 5 sin 6 sin 2 5 sin 3 sin 4 0 

705. cosec cosec 2 cosec 4  

706. tan 3 tan 0 707. tan tan 2 tan 3 0 

708. cos 3 cos 6
cos 4 cos 7  709. sin 2 sin 6 cos cos 3  

710. cos 3 sin 7
cos 2 sin 8  711. sin 5 cos 3 sin 6 sin 2  

712. sin 4 sin 12
1
2 

713. sin sin 2 sin 3  

714. cos cos 2 cos 3 cos 4 2 

715. sin 7 sin 9 2 cos 4 cos 4 2  

716. sin 2 sin
9
16 

717. sin sin 2 sin 3
1
2 cot 2 
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718. cos cos 2 cos 3 0,5 

719. sin cos 3 cos sin 3 0,375 0 

720. cos cos 3 sin sin 3
√2
4  

721. sin sin 3 sin 3
1
8 

722. 8 cos cos
3

cos
3

1 0 

723. tan tan 3 tan
2
3 √3 

724. sin 3 4 sin cos 2  725. sin 3 cos 1,5 tan  

726. tan cot 3 4 727. 6 tan
5

tan3 tan 2  

728. sin cos sin 3 cos 3 sin 6 cot  

729. 2 sin 3 sin 3√2 1 cos 2 3 

730. 2 cos 4 5 cos 2 1 2 sin  

731. 2 cos 4 5 cos 2 8 sin  

732. tan cos 4 0 

733. tan cot cos 4 3 

734. sin 2 12 sin cos 12 0 

735. 
1

sin
1

sin 3
2

4 sin
5
4  

736. 1 tan 2√2 sin  

737. sin 4
1
√2

1 sin cos  

738. sin sin cos 0 

739. sin
√
2 cos

√
2 √2 sin√  

740. sin 2 tan
4
√3

tan sin
11
12 0 
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741. 8 cos 6 sin cos 2 7 0 

742. sin sin 2 8 cos 0,5 sin 2  

743. cos 4 2 sin sin 1 sin 4 2 cos cos 0 

744. 3sin 3 cos 4 sin 9 cos 10  

745. tan
1
9 cot

1
cos 1 1 

746. sin √3 cos 2 cos 2 √3 sin 2  

747. √2 cos 2 2
3

√1 4 cos 2
 

748. √sin √2 cos 0 

749. sin √cos 0 

750. 2 cos √2 2 sin 2  

751. cos cos 3 sin 2  

752. sin √3 cos 0,5 cos 6  

753. √1 4 sin cos cos sin  

754. √cos 2 sin 4 sin cos  

755. 1 tan
1 tan sin cos  

756. 4 sin 3 3 √2 sin 3 2 

757. √13 18 tan 6 tan 3 

758. 1 8 sin 2 cos 2 2 sin 3 /4  

759. 2√3 sin
3 tan

2√sin 1
√3 

760. √3 cos sin 2 cot 3 sin
1
4 sin

3
2

1
√2
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761. log tan log 4 log 3 sin  

762. log sin 2 log
sin
5  

763. 2 3.2 4 

764. cot 2 tan 2 2 tan2  

765. √  

 

766. េតើសមីករ 1 cos 2 sin 2 0 នងិសមីករ 

1
1 tan
1 tan

2 tan
1 tan 0 

ដចូគន ែដររេឺទ? 

767. ចូរកនំត់តៃំល  េដើមបីេ យសមីករ cos 2 sin √2 2  មនចំេលើយ។ 

768. ចូរកនំត់តៃំល ,  េដើមបីេ យសមីករខងេ្រកមពតិចំេពះ្រគប់   
cos 1 cos 1 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 

769. 
6,5

3 cos 12 cos 4 

770. 

2
3

sin
sin 2

 

771. /4
cos cos  

772. sin 3 cos 2 2 cos 3 sin 2
cos 0,5  

773. 
sin sin

√3
4

cos cos
√3
4

 

774. tan tan 2
cos cos 0,5  

775. sin cos
1
4

3 tan tan
 

776. tan 2 sin 2
5 tan 2 sin 4 
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777. 4 sin 6√2 cos 5 4 cos
cos 2 0

 

778. 

1
sin cos

3
3

sin cos 3

 

779. 
1

cos tan 2 2

tan 2 cos 0
 

780. 
sin 2 3 √2 tan 5 3√2 1 /2
3 √2 sin 2 tan 5 3√2 1 /2

 

 
781. េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 

tan tan tan
tan tan tan

 

V. វសិមភព 
782.  ចូរបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 0 ;  េគមន 

tan
sin

4 sin tan
cos

4 cos   1 

783.  េគេ យ្រតេីកណមិនែកង  ។ ចូរបង្ហ ញថ 
 3 tan tan tan 5 tan tan tan 9 tan tan
tan tan  
784.  ចូរបង្ហ ញថ 

1 sin 14
2 sin 14

3 cos 7 

785.  េគេ យ 2  ចំននួពតិ  ; ; … ; ,  ចូរកនំត់តៃំលតចូបំផុតៃន  ែដល 

sin
1

sin 1800 

786.  គណនតៃំលធបំំផុតៃន 

tan 4 tan 4 tan 4 

ែដល , ,  ជមំុបីៃន្រតេីកណមួយ។ 
787.  ង  ជចំននួគត់ធមមជត ិនងិចំននួពតិ  ែដល 0 1 /2 ចូរបង្ហ ញថ 

1 cos 1 cos tan sin  
788.  េគេ យ , ,  ជមំុកនងុៃន្រតេីកណមួយ។ ចូរបង្ហ ញថ 

27 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 4 cot 2 cot 2 cot 2  

789.  ង , ,  ជមំុៃន្រតេីកណ  ។ គណនតៃំលធបំំផុតៃន sin  េបើ  
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sin sin
sin ,

1
2 

790.  េគេ យ អនគុមន ៍  ែដល tan 2 tan cot  ។ ចូរបង្ហ ញថ sin

cos 196 ។ 

791.  េគេ យ្រតេីកណ  មន  ។ គណនតៃំលតចូបំផុតៃន 

sin
sin

sin
sin 1 

 

VI. វសិមកីរ 
េ ះ្រ យវសិមីករ 

792. 2 sin √3 sin 3 0
793. cos 2 5 cos 3 0

794. tan 2 √3 tan 2√3 0

795. cot cot 0 

796. 2 √2 1 sin 2 cos 2 2 √2 0

797. cos sin 4 0 

798. cos sin 3 cos 3 sin
3
8
 

799. cos cos 2 cos 3 0 

800. sin
3

cos
3

1
2
 

801. sin cos
5
8 

802. 8sin cos 0 

803. tan tan 3 1 

804. 3 sin 2 1 sin cos  

805. sin 2 √2 sin 2 √2 cos , 0 2  

806. |sin | cos  

807. √5 2 sin 6 sin 1 
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808. 1 cos tan sin  

809. 9 30.9 117 

 

VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
810. ចូរកនំត់  េដើមបីេ យ្របពន័ធមនរសឺែតមួយគត់ 

4 6 sin 3 2 1 sin 2 2 sin . cos 4 3 cos 0
0 /4  
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៤. ពហុធ 

 

I. គណន 
811. កនំត់ពហុធ  ែដលេផទ ងផទ ត់លកខខណ្ឌ  

.  
ចំេពះ្រគប់ ,   ។ 

812. កនំត់ពហុធ  ែដលេផទ ងផទ ត់លកខខណ្ឌ  
1 2 1 

ចំេពះ្រគប់   ។ 

813. កនំត់ពហុធ  ែដលេផទ ងផទ ត់លកខខណ្ឌ  
1 2 1 

ចំេពះ្រគប់   ។ 

814. (ក  ១៩៧០) 
េគេ យពហុធ 

 
ែដលមនេមគុណ , , … ,  ជចំនួនគត់ េហើយេ យដងឹថមនចំននួគត់បួនេផ ងគន  , ,  នងិ 

 ែដល 
5 

ចូរបង្ហ ញថ គម នចំននួគត់  មួយែដល 8 ។ 
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លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | I. គណន 63 

 

៥. សមកីរអនុគមន ៍

 

I. គណន  
815. ចូរកនំត់្រគប់អនគុមន ៍ :   ែដលេផទ ងផទ ត់លកខខណ្ឌ   

1 1  
 

ចំេពះ្រគប់  ។ 

816. េគេ យអនគុមន៍ :     ែដលេផទ ងផទ ត់ 

a) 1 2 
b) ចំេពះ្រគប់ 1 

1 2  
ចូរកនំត់  ។ 

817. េគេ យចំននួគត់វជិជមន  ។ ចូរកនំត់អនគុមន ៍ :   ែដលេផទ ងផទ ត់ 
 

ចំេពះ្រគប់ ,   ។ 

818. េគេ យេថរចំននួពតិបី , ,  ែដលមិនសូនយទំងបី្រពមគន ។ ចូរកនំត់អនគុមន ៍ :   ែដល 
0 

 ចំេពះ្រគប់ , ,  ។ 

819. ចូរកនំត់លកខខណ្ឌ េលើចំននួវជិជមន ,  េដើមបីេ យេគ ចរកបននវូអនគុមន ៍ :   

ែដល 
 

ចំេពះ្រគប់ ,  ។ 

820. ចូរកនំត់្រគប់អនគុមន ៍ :   ែដល 
19 19 
99 99 

ចំេពះ្រគប់  ។ 

821. ចូរកនំត់អនគុមន ៍ :   ែដលេផទ ងផទ ត់ 
 

ចំេពះ្រគប់ ,   ។ 

822. ចូរកនំត់អនគុមន ៍ :   ែដលេផទ ងផទ ត់លកខខណ្ឌ  

1) 1 1 
2)  
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ចំេពះ្រគប់ ,  ។ 

823. (ក  ១៩៦៩) 

ង  ជអនគុមនមួ៍យែដលមនលកខណៈដចូតេទេនះ 

a)  មននយ័ចំេពះ្រគប ់ចំនួនគតវ់ជិជមន  ; 

b)  ជចំននួគត់; 

c) 2 2; 
d)  ចំេពះ្រគប់  នងិ  ; 

e)  ចំេពះ្រគប់  ។ 

ចូរបង្ហ ញថ  ។  

824. េគេ យ  ជអនគុមនែ៍ដលេផទ ងផទ ត់ 
0 2 ,      ,  

1999 0  
ចូរបង្ហ ញថ 2000 0  ។ 
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១. អនុគមនង៍យ 

I. គណន 

1. .  2 1 2

2 1 2 2  ។ 

2. . 3.  េយើងមន 

1 1 2 1 4.1 . 1 6.1 . 1 4.1.1 1  
2 1 3 2 4.2 . 1 6.2 . 1 4.2.1 1  

… 
1 4. . 1 6. . 1 4. . 1 1  

បូកសមភពទំងអស់េនះចូលគន  េយើងទញបនផលបូកែដលចង់បន។ 

4.4  គុណ  នងឹ 2 1  េយើងទញបន 
 2 1 2 1 2 1 2 1 … 2 1 1

 2 1 2 1 2 1 … 2 1 1

 2 1 2 1 … 2 1 1

  

 2 1 2 1 1

 2 1 1 2

ដេូចនះ / 4 ។ 

5. 1 ! 1  េយើងមន . ! 1 ! ! ចំេពះ 1,2,3… ។ ដេូចនះ 
1.1! 2.2! 3.3! 1 . 1 ! . ! 

2! 1! 3! 2! 4! 3! ! 1 ! 1 ! !  
1 ! 1 

6.  េយើងមន 

. 2000!
2000
1

2000
3

2000
1997

2000
1999  

1
2

2000 1
2 1 1 2  

2
2000!  

7.  សនមតថ , , ,  ជរសឺបួនៃនពហុធ 
 

ម្រទឹស្តីបទែវយត េយើងទញបន 
; ; ,  
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េ យ 0 េនះ 0 ។ ដេូចនះ  ។ ង  
 

េយើងមន 
0; 

2 2   
េដើមបីគណន  េយើងពនិតិយករណី២ខងេ្រកម។ 

• ករណី , , ,  សុទធែតខុសពសូីនយទំងអស់។ ដេូចនះ 

0;   0 

0;  0 

    4
1 1 1 1

0 

    4 0 
    3   

• ករណីកនុងចំេនម , , , មនមួយេសមើសូនយ។ សនមតថជ  ។ ដេូចនះ 0 េហើយ 
 

ដេូចនះ , ,  ជរសឺៃនសមីករ 0 ។ ដេូចនះ 
0; 0; 0 

3 0; 
3  

 កនងុករណីទំងពរី េយើងមន 3  ។  

េយើងមន  
0; 0; 
0; 0 

0 
2 4  

េយើងមន 0 េ យគុណអងគទំងពរីនងឹ  េយើងទញបន 
0 

   0 
េយើងទញបន 

5  
7  

េ យ 0 េនះ 0 រ ឺ  ។ 

• ករណី  េយើងទញបន  
0 2 4 2 0  0  0  

0  0  0 
• ករណី 0 េនះ , , ,  ជរសឺទំងបួនៃនសមីករ 0 ដេូចនះ ្រតវូែត 

 រ ឺ  រ ឺ ។ ដេូចនះ 0 ។ 
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II. សមភព 
8.  ចំេពះ 1 េយើងទញបន 1 . .  ពតិ។ សនមតថពតិដល់  មននយ័ថ 1 2

។ េយើងទញបន 1 2 1

1  ។ ដេូចនះ មវចិរេ យកេំនើន េយើងទញបនសមមភពពតិ

ចំេពះ្រគប់  ។ 9.  ្រ យបញជ ក់ មកេំនើន។ 10.  ្រ យបញជ ក់ មកេំនើន។ 11.  ្រ យ

បញជ ក់ មកេំនើន។ 

12.   ង tan , tan , tan  ែដល , ,      ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ ។ លកខខណ្ឌ  

 ក្ល យជ tan  0 ។េយើងមន 

tan 2 2 2
2 tan

1 tan
0 

ដេូចនះ 
tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan2  

  
2 tan

1 tan
2 tan

1 tan
2 tan

1 tan  

2 tan
1 tan

2 tan
1 tan

2 tan
1 tan   

  
ដេូចនះសមភពពតិ។ 

13. ង /   /   /  េនះ  
 

 

នេំ យសមភពពតិ។ 

 

III. សមកីរ 
14. – 2; 1; 1  .  15. – 3; 2 . 16. 3 . 17. 1  . 18. – 1;  ; . 19. . 20. 

√2;
√
;
√
; √2 .  ង  ។ 21. √3; √3  .  22. 1; 1 . 23. 2 .  ង 

2 3  នងិ 2 5  ។េយើងទញបន 1។ ជំនសួចូលសមីករ េយើងទញបន 

1 1 2  សមមូលនងឹ 6 0។ េយើងទញបន 0 នេំ យ 2 ។ 

24. ; 1 . 25. √ ; √ .  ង  ។ 26. √ ; √  

27. √2; 4 √18; √2; 4 √18 .   ង ។ សមីករសមមូលនងឹ 8 0។ 28. 

; √ ; √ ; 1 .   ែចកអងគទំងពរីនងឹ  បនទ ប់មក ង 2 ។ 29. ; 2  30. 
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1; 9; √ ; √ .   ែចកអងគទំងពរីនងឹ  បនទ ប់មក ង  ។ 31. √ ; √ . 

  ដកអងគទំងពរីនងឹ  េយើងទញបន 10 11 0 ។  

32. √7 1; √7 1 .   ប្រងួមសមីករជ ង 6 16 0 ។ 

33. √
√

; √
√

.  ប្រងួមសមីករជ 1 2 1 0 ។ 34. 
√

√
; √

√
.   ង 1⁄  ។ 35. 9; 11 .   បូក 4 400 1 េទអងគទំង

ពរីៃនសមីករ។ 36. – ; √ 2; √ 2| .  េយើងទញរក  េយើងទញបន 
  រ ឺ  ។ ទញរក  េយើងទញបនចំេលើយ។  37. – 1 √3 ; – 1 √3  

ចំេពះ 3; 1 ;  – 1 √3 ; – 1 √3 ; 1 √1 ; 1 √1  ចំេពះ 

1;∞ ; គម នរសឺចំេពះ ∞; 3  .  េ ះ្រ យរក  េ យសនមតថ  ជប៉ ែ៉ម៉្រត : 

2 1 6 4 0; េយើងទញបន 2 2 រ ឺ 2  ។ 

38. √ ; √ ; √ ; √ .   េយើងសរេសរអងគខងេឆ្វងៃនសមីករជ 

0 ដេូចនះ 

4 10 37 14  ។ េយើងទញបន 
4

  10
  37
  14

 

 

 

េ យដងឹថ , , ,  ជចំននួគត់ េនះ ពសីមីករចុងេ្រកយេគ េយើងទញបន ;

1; 14 ; 1; 14 ; 2; 7 ; 2; 7  ។ េយើងេផទ ងផទ ត់េឃើញថ ; 2; 7  េផទ ងផទ ត់។ 

េយើងទញបន 5; 1។ ដេូចនះសមីករសមមូលនងឹ 5 2 0 រ ឺ 7 0 ។ 

39.  សនមតថ /  ែដល ,  នងិ  នងិ  ជចំននួបឋមនងឹគន ។ ដេូចនះ 

0 សមមូលនងឹ  ។ អងគខង ្ត ៃំនសមភពេនះែចក

ច់នងឹ  ។ អងគខងេឆ្វងែចក ច់នងឹ  នេំ យនងិមនែត 1 ែតបុ៉េ ្ណ ះ េ្រពះ 

 ែចកមិន ច់នងឹ  ។ ដេូចនះសមភពមន ង  េយើងទញបន  ជ

ពហុគុណៃន ។ 40.  េ្របើ្រ យបញជ ក់ដចូសំនរួទ ី39.។ 

41.  េ្របើសមភព  . 42. 2  .  

43.  √ √ . ង 1/  ។ សមីករេទជ 3

3 3 0 រ ឺ 3 0 ។ ង  េយើងទញបន 3 1 0 ។ 

44. 5; 1; 1; 3 . 45. 2; 6 . 46. 1 . 47. គម នរសឺសនទិន 48. ; 1/2  . 
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49. 6 .  គុណអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ √ 10 √ 2 0 េយើងទញបន  

√ 10 √ 2 6
√ 10 √ 2 2

   

បូកអងគទំងពរីចូលគន  េយើងទញបន 6 ។ 50. សមីករគម នរសឺ។ 51. 1 . 52. 12 . 53. 

;  ចំេពះ 0; 1  េហើយគម នរសឺចំេពះតៃំល  េផ ងេទៀត។ 

54. 6; 1 . 55. 1; 3 . 56.  3 . 57.  2  58.  5 . 59. 20 . 60.  4/3 . 61.  1; 0 . 62.  5 . 

63.  16 . 64.  9 . 65.  3; 6 .  ង √ 3 7 ។ 66.  9/2; 3 . 67.  1 .  ង 

√  √ 15 ។ 68.  5/3 . 69. 5 /3  ចំេពះ 0; ∞; 0 0;∞  ចំេពះ 0 ។ 

70.  1 . 71.  3; 9 √ . 72.  5 8  ចំេពះ 2; 2√2 ; គម នរសឺចំេពះតៃំល  េផ ង

ពេីនះ។  ង √7 , √ 3 ។ េយើងមន្របពន័ធសមីករ 

 7 3 4, 0, 0  

េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករេនះ េយើងទញបន 

√8
2

 
√8
2

 

√8
2
√8
2

 

 

 

 

 

 

73.  3 .  ង √ 2 0, √4 0 េយើងទញបន្របពន័ធ 
2

  2 

េលើកសមីករទមួីយជស្វ័យគុណ៤ នងិេ្របើសមីករទី២ េយើងទញបន 2 7 

េហើយេ យ 2 េយើងទញបន 8 7 0។ ដេូចនះ 1;

7។ ដេូចនះេយើងទញបន្របពន័ធសមីករ 
2

  1  2
  7  

 ្របពន័ធសមីករទមួីយមនរសឺ 1 ។ ្រតវូនងឹ 3 ។ ្របពន័ធទ២ីគម នរសឺ។ 

74.   ចំេពះ ∞; 3 2;∞ ; ចំេពះ ; 2 . 

75.  1 √2 ; 1 √2  ចំេពះ 0; 1/2 ,  1 √2  ចំេពះ ;∞ ,  

ចំេពះ ∞; 0 . 

76.  ∞; 0  ចំេពះ 0,  0; 3 /4  ចំេពះ 0;∞ ,  ចំេពះ ∞; 0 . 
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77. ; 1  ចំេពះ 0; 1 ,   ចំេពះ 1;∞ ,  ចំេពះ 

∞; 0 . 78. 0  ចំេពះ 1,   ចំេពះ 1. 79. 1; 5 . 80.  1; 3 . 

81.  3; 1 ចំេពះ 2 ;  ចំេពះ   2 . 

82.  ង f 4 1 1 2 1  ។ េយើងេឃើញថ េបើ 0 f x  1  េនះ 

0 1។ ដេូចនះ េបើ a 0 េនះ ្រតវូែត 0 1។ អីលូវ េយើងយក 0  ែដល 

sin √  ។ េយើងសេងកតេឃើញថ ចំេពះ្រគប់  េយើងមន 
sin 4 sin 1 sin 4 sin cos sin 2   

េ យ sin  េនះ េយើងទញបន 
sin 2 , sin 4 , , sin 2  

ដេូចនះ 0  ទល់ែតនងិនេំ យ sin 2 θ 0 ។ មននយ័ថ   ចំេពះចំននួគត់  

ខ្លះ េហើយ តៃំលរបស់  ែដល 0 េសមើនងឹ sin /2   ែដល    ។ ដេូចនះេយើងមន

តៃំលរបស់  ែបបេនះ ចំននួ 2 1 គមឺនតៃំល sin /2  ចំេពះ 0,1,2, , 2  ។ 

83.  េ យ 2 1 េនះ 0 ។ េ យ 2 3 1 េនះ 0 ។ េបើ 0 េនះ 

√
 នងិ √2 ។ , , √2, 1/√2, 0  ជចំេលើយមួយរបស់្របពន័ធសមីករ។ េយើងនងឹ

បង្ហ ញថ គម នចំេលើយ េផ ងេទៀតេទ។ 

 

េយើងសនមតថ មនចំននួពតិ , ,  េ យ 0 េផទ ងផទ ត់សមីករ។ េយើងេឃើញថ េបើ 

, ,  ជចំេលើយ េនះ , ,  កជ៏ចំេលើយែដរ។ ដេូចនះ្រតវូែតមនចំននួវជិជមនពរីកនងុ

ចំេនម , ,  រ ឺ , , ។ សនមតថ ,  វជិជមន។ ង cot , cot  នងិ cot  

េ យ 0 , , 0  ។ េ យ 1 េនះ  
cot cot cot cot cot cot 1 

cot
1 cot cot
cot cot cot cot  

 
ដេូចនះ , ,  ជមំុកនងុ្រតេីកណ។ េយើងមន 

1 2 1 3 1  

  
1

sin
2

sin
3

sin  

   
1

sin
√2
sin

√3
sin  

 

មចបប់សីុនសុ េយើងទញបនថ ្រជុងឈមនងឹមំុ , ,  មនរង្វ ស់ , √2, √3 េរៀងគន  ចំេពះ

ចំននួពតិវជិជមន  ខ្លះ។ ដេូចនះ្រតេីកណ  ែកង្រតង់  នេំ យ cot 0 ផទុយពសីនមត 

ែដល 0 ។ ដេូចនះករសនមតរបស់េយើងខសុ េហើយ , , √2, 1/√2, 0  ជចំេលើយែតមួយ

គត់របស់្របពន័ធ។ 
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84.
 
 ចំេពះ 2.  េយើងមន 0។ េលើកអងគទំងពរីជកេរេយើងទញបន 

5 4 4 1  សមមូលនងឹ 4 1 4

4 ។ េបើ 4 4 េយើងេលើកអងគទំងពរីៃនសមីករជកេរម្តងេទៀត េយើងទញបន 16

1 16 8 4 4  សមមូលនងឹ  មននយ័ថ 
 
។ 

េដើមបីេ យតៃំលេនះជចំេលើយៃនសមីករទល់ែត 2 នងិ 
 

4 4 សមមូលនងឹ 

2 ។ េ្រកពេីនះសមីករគម នចំេលើយ។ 

85.  េយើងសរេសរសមីករែដលេ យជ ង 
4 3 2 5 8 0 

រសឺរបស់សមីករេនះមិន ្រសយ័នងឹ  នេំ យនងិេបើ ជរសឺរមួរបស់សមីករ 

4 3 2 0 នងិ 5 8 0 

សមីករទមួីយសមមូលនងឹ 2 1 0 េហើយមនរសឺេផ ងគន ចំននួបី 

2;  ,
√  ។ 

ក) ចំេពះ  េយើងមន 2 ជរសឺែតមួយគត់ ែដលមិន ្រស័យនងឹ  ។ 

ខ) ចំេពះ 3 េយើងមនរសឺចំននួពរីែដលមិន ្រស័យនងឹ  គ ឺ  នងិ  ។ 

86.  លកខខណ្ឌ  2 1 0,   នងិ √2 1 1 0 ពតិជនចិច។ េយើង

មន √2 1 √2 1 2 2| 1| 2,   1/2 1
4 2, 1  

ក) 2។ សមីករមនរសឺ 1 ។ 

ខ) 1។ សមីករគម នរសឺ។ 

គ) 4។ សមីករេទជ 4 2 4, 3/2 ។ 

87. 5; 10   េយើងមន 

3 4√ 1 1 4√ 1 4 √ 1 4√ 1 4 √ 1 2  
8 6√ 1 1 6√ 1 9 √ 1 3  

ដេូចនះសមីករេទជ 

√ 1 2 √ 1 3 1 

    √ 1  2  √ 1  3  1 
េបើ √ 1  3 េនះ  

√ 1  2 √ 1  3 1 
10 

េបើ √ 1  2 0 នងិ √ 1  3 0 5 10េនះ  

√ 1  2 √ 1  3 1 
1 1 

េបើ √ 1  2 0 5 េនះ 

√ 1  2 √ 1  3 1 
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5 
88. 0; 3  ង 

3 2  
2  
2  

…………… 
2  
2  

ែដល , , … ,  ជចំននួពតិវជិជមន។ សមីករែដលេ យមន ង 
 

េយើងនងឹបង្ហ ញថ  ។ សនមតថ  ។ ដេូចនះ  ។ មននយ័ថ េបើ 

 េនះ  ផទុយពសីមីករ  ។ ដចូគន ចំេពះករណី  ។ ដេូចនះ  ។ េ យ 

3  េនះ 3  េយើងទញបន 0; 3 ។ 

89.  សមីករសមមូលនងឹ  

√ 4 1 √ 4 2  
ង √ 4 0 ។ សមីករេទជ | 1| | 2|  ។ េបើ 0 េនះ 1 នងិ 

2 មិន ច។ ដេូចនះ 0  ។ 

េបើ 0 1 េនះ 1 2 ;    ។ េ យ 0 1 េនះ 

1 3 ។ េយើងទញបន 4  ។ 

េបើ 1 2 េនះ 1 2 ;  1 ។ 1 2 ្រតវូនងឹ 5 8 ។ 

េបើ 2 េនះ 1 2 ;   ។ 2  1 ។ េយើងទញបន 

4  

ជសរបុ 

េបើ 1 សមីករគម នរសឺ។ 

េបើ 1 សមីករមនរសឺ 5 8  ។ 

េបើ 1 3 សមីករមនរសឺ 4  រ ឺ 4  ។ 

េបើ 3 សមីករមនរសឺ 4  ។ 

90.  ង ;  ។ ដេូចនះ  ;  ។ េយើងមន  
2  

2  
5 5  

5 5 0 
ដេូចនះ 0 រ ឺ  ។  
ករណី 0 េនះ  0 រ ឺ 0 ។ េបើ 0 េនះ  ។េបើ 0 េនះ  ។ 
ករណី  េនះ េយើងមន 
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,  ជរសឺៃនសមីករ 0 គម នរសឺ។ 
ដេូចនះសមីករមនរសឺពរី គ ឺ ;  ។ 
91.  ង 

3
2

1  0; 1
3 

2
 

  2 4 2 3 
2 4 1 

ដេូចនះ ចំេពះ 1 េយើងទញបនថ អនគុមន ៍ 2 4 1 ជអនគុមន្៍រចសៃនអនគុមន ៍

1  មយ៉ងវញិេទៀត អនគុមន ៍ 2 4 1 េកើនេលើ 1;∞  (អនគុមនទំ៍ងពរី

ឆ្លុះគន េធៀបនងឹបនទ ត់ ) ដេូចនះ 

2 4 1
3

2 1 

2 4 1  
2 3 1 0 

   
3 √17
4  

92.  េយើងមន  
1 1 1 0 

3 1 2 1 1  

ង  ។ សមីករេទជ  

2 1 0     1  

ព ី  េយើងទញបន 

1 1 
1 1 1 0     2  
Δ 1 4 1  

3 3 1 0 

 
√3
3 √3 

ក) ករណី √3/3 

ព(ី១) េយើងទញបន 
3
2√3

;
1
√3

 

េយើងយក 1/√3 ។ ព(ី២) េយើងទញបន 1 ។ 
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ខ) កនងុសមីករ(១) េយើងមន Δ 8 0 ដេូចនះ(១)មនរសឺពរី ;  ។ េ យ 

0 េនះ 0  ។ មនែតរសឺ  មួយគត់ ែដល ចេ យសមីករ(២) មនរសឺ េ្រពះ √

√3។ សមីករ(*) មនរសឺែតមួយគត់ េបើ សមីករ(២)មនរសឺែតមួយគត់ែដរ។  

េបើ 1 េនះ (១)នេំ យ  1 េហើយ (២) នេំ យ 0 ។ 

េបើ 1 0 េនះ Δ 3 3 1 0  √ ; √3 ។  

េបើ √ ; 1 √   1  

េបើ √3; 1 √   1  

ដេូចនះ √ ;  1; √    ។ 

93.  ង √7 1; √ 8; √ 8 1 ។ ដេូចនះ 
2 

    8       1  
េយើងមន 

7 1 8 8 1 8    2  
ព(ី១)នងិ(២) េយើងទញបន 

3 0 

   
0
0
0
          

 

√7 1 8          7 1 8 
1  ; 9 

8 8 1          8 8 1 
   1 

√7 1 8 1          7 1 8 1  
0; 1 

94.  ង √ 1 0; √ 1 0 ។ សមីករសមមូលនងឹ 

5 2   5 2  

2
1
2

 

2      √ 1 2 1 

  1
4 5 3 0 :  គម នរសឺ 

1
2    2√ 1 1 

1
5 √37

2
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សមីករមនរសឺពរី √  ។ 

 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
95. ; 20/9 ; 2; 1 . 96. 1; 3 ; ; 25/7 .97. 51; 24,5 . 98. 

  19,6 ; 5,2 ;  14; 8  .  ក់អងគខងេឆ្វងៃនសមីករទមួីយជ ង 3

6 3 40 េហើយ ង 3  ។ 99. 2; 3 ; 3; 2 . 100. 4; 1 ; 1; 4 . 101. 

1; 3 ; 3; 1 .  102. 1; 2 ; 2; 1  103. ; 1/3 ; 1/3; 1/2 .104. 1; 2 ; 2; 1  
105. 3; 2 ; 2; 3  106. 1; 4 ; 4; 1 . 107. 3; 4 ; 4; 3 . 108. 5 √28; 5
√28 ; 5 √28; 5 √28 ; 5; 2 ; 2; 5  . 109. 0,6; 0,3 ; 0,4; 0,5 . 

110. 1; 2 ; ;  111. 2; 1 ; 1; 2 ; √ ; √ ; √ ; √ .  ង 

,  បនទ ប់មក  នងិ  ។ 

 112.  √ ; √ ; √ ; √ ; 6; 4/3 ; 3/2; 1/3 .  ង  .  

113.  1; 3 ; 1; 3 ; 16/√11; 1/√11 ; 16 √11⁄ ; 1/√11 . 
114.  1; 2 ; 1; 2 ; √2; √2 ; √2; √2 . 

115.  √

√
;

√
; √

√
;

√
; 2; 1 . 

116. 2; 1   .  គុណសមីករទពីរីនងឹ 2 រចួបូកចូលសមីករទមួីយ បនទ ប់មកគុណសមីករទពីរី

ដែដលនងឹ 2 រចួបូកចូលសមីករទីមួយចស់ េយើងទញបន្របពន័ធថម ី
16 8 72 18 81 0
4 12 9 4 6 1 0

 

  4 18 4 81 0
2 3 2 2 3 1 0

 

  4 9
2 3 1 

117.  0; 1/√3 ; 0; 1/√3 ; 1; 1 ; 1; 1 . 118. ; 9/7 ; 1; 3 .  
119. 2; 6 ; 1; 3 .120.  2√2; √2 ; 2√2; √2 .  
121. √6; √6/3 ; √6; √6/3  
122. 2; 1; 1 ; 31 15⁄ ; 17 15⁄ ; 2/3 . 123. 1; 2; 2 ; 2; 1; 1  
124.  3; 2; 1 ; 2; 3; 1 ; √ ; √ ; 1 ; √ ; √ ; 1 .  
125. 3; 1; 2 ; 5; 3; 0 . 126. 3; 5; 1 ; 3; 5; 1  
127. 2; 1; 3 ; 2; 1; 3 ;

√
;
√

;
√

;
√

;
√

;
√

. 
128. 4; 3; 1 ; 4; 3; 1 . 129. 1/2; 1/3; 1/4  . 
130. 1; 1; 0 ; 1; 1; 0 . 131.  3; 3; 3 . 

132.  16; 30 . 133.  41; 40 . 134.  ; 1 | . 135.  ; ; 5; 4 . 
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136.  √ ; √ ; 5; 3 . 137. 0; √ 3   ចំេពះ ∞; √3 ; 

  0; √ 3  ; 0; √ 3  ;   0; √ 3   ចំេពះ √3;∞ ។ 

138.  1; 1; 0 .  សមីករទមួីយ េយើងទញបន 2  ។ ជំនសួចូលសមីករទពីរី េយើងទញ

បន 
2 1 
    1 0 

0; 1 
139. 0;∞ . 

140. ក) 25.  គុណសមីករទីមួយនងឹ  នងិសមីករទពីរីនងឹ  ែដល 0 បនទ ប់មកបូកចូលគន  

េយើងទញបន៖ 
2
3

4
5

5
6 61 79  

េយើងយក 0; ;   ។ េយើងទញបន 3, 2 ។ ដេូចនះ 

61 79 15 ។ 

ខ) 27; 10; 42 .  េ យ រ , ,  ជចំននួគត់ធមមជត ិេនះ 3 ; 5 ; 6  ែដល 

; ;  ។ ្របពន័ធសមីករសមមូលនងឹ 
4 5 61 2
5 6 79 3  

េយើងទញបន 29 3  នងិ 2 11 ។ េ យ ; ; េនះ 
0

29 3 0
2 11 0

 

េយើងទញបន 9 ។ 

141. ចំេពះ 0 េយើងទញបន , , 0,0,0 ។ ចំេពះ 0 េយើងទញបន , ,

, , ; , ,  ែដល  

2 ;   ,
3 3
4  

េដើមបីេ យចំេលើយវជិជមននងិខុសគន  លកខខណ្ឌ ចំបច់នងឹ្រគប់្រគន់គ ឺ3  នងិ 0 ។ 

142.  បូកសមីករទំងអស់បញចូលគន  េយើងទញបន 2

 ។ េបើ 2 េនះេយើងទញបន 

 ដេូចនះ  ជចំេលើយរបស់្របពន័ធ។ េបើ 2 េនះ 

0។ បូកសមីករទបីីខងេដើមចូលគន  េយើងទញបន  ។េ យ  

េនះ , 1 0 ។ េបើ 1 0 េនះ 0 ដចូគន

េយើងទញបន 0 ។ េបើ 1 0 េនះ បូកសមីករទមួីយនងិទពីរី 

េយើងទញបន    

       ។ 
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ដចូគន  េយើងទញបនសមីករទ៥ី។ មននយ័ថ សមីករទ៤ីនងិទ៥ី ្រសយ័លីេនែអ៊រនងឹសមីករបី

ខងេលើ។ យក ;  ។ េយើងទញបន ; ;

2  ។ 

143.  សនមតថ , ,  ជចំេលើយរបស់្របពន័ធ។ េយើង ចសនមតថ | | | | | | ។ 

សនមតថ | | 0 ។ ពសីមីករទមួីយ េយើងទញបន 

0 | |. | |. | | | | 0 

មិន ច។ ដេូចនះ | | 0 នេំ យ 0 ។ 

144. េបើមនចំននួ មួយេសមើសូនយ ឧបមថ 0 េនះ 2

2; 2  2; … ; 2 មិន ច។ ដេូចនះគម នចំននួ មួយ ចេសមើសូនយ

បនេទ។ ង  ។ សមមតកិមមសមមូលនងឹ 2, 1,2,3,4 ។ សមីករ 

2 មនរសឺយ៉ងេ្រចើនចំននួពរី ងេ យ  នងិ  ។ ដេូចនះ  នមួិយៗ ចេសមើ  រេឺសមើ  ។ 

េយើងមនបីករណី៖ 

 ។ ដេូចនះ 2 នេំ យ 1 ។ 

,  ។ ដេូចនះ 2 ។ េយើងទញបន ;
1; 3 ; 1; 2    

,    ។ ករណីេនះេយើងទញបន 1 ។ 

ដេូចនះរសឺ ; ; ;  គ ឺ 1; 1; 1; 1 ; 1; 1; 1; 3  នងិចំ ស់របស់ ។ 

145.  ង | | | | | |  នងិដចូគន ចំេពះ ,  នងិ  ។ 

សនមតថ  ។ េនកនងុករណីេនះ 
2| || | | | | | | |  

| | | | | | 0 
2| || | | | | | | |  

| | | | | | 0 
ដេូចនះ េយើងទញបន 0 េហើយនេំ យ 1/| | ។ រសឺេនះេផទ ងផទ ត់

្របពន័ធសមីករែដលេ យ។ ចំេលើយេផ ងេទៀតជចំ ស់ៃនចំេលើយមួយេនះ។ 

146.  េបើមួយកនងុចំេនម , ,  េសមើ 1 រ ឺ 1 េនះ 1, 1, 1  នងិ 1,1,1  ។ ្របពន័ធគម ន

ចំេលើយេផ ងពេីនះេទ។ ង 1 ។ េបើកនងុចំេនម , ,  មនមួយធជំង 1 សនមតថ 

1 េយើងមន   មិន ច។ ដេូចនះ 

, , 1 ។ 

ឥលូវសនមតថ មនមួយកនងុចំេនម , ,  សនមតថ  មនតៃំលតចូជង 1 ។ េ យ min  

េនះ េយើងមន ; 1 ។ េ យ ; 1 1; 11/16 1; 0  

នងិ 1; 0 ; 1  ដេូចនះ 1; 0 , ; 1  នងិ 

1,0  ផទុយពកីរសនមត។ ដេូចនះ 1 , , 1 ។ 
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េបើ 1 , , 1 េនះ  មិន ច។ 

147. 2; 1 ; ; . 148.  ង  នងិ ង , 1,2, … ,  ជ

ពហុធសីុេម្រទបីថមទី  ៃន , , … , ។ ពហុធសីុេម្រទីបថមទី  ជ , , … ,

∑ …   ែដល , , … , 1,2, … , ។ ឧទហរណ៍ , ,

;   , , ;   , ,  ។ 

្របពន័ធសមីករែដលេ យ , 1,2, … ,  ។ មរបូមន្តញូវតុន េយើងទញបន 
1 1 , 1,2, … ,  

្របពន័ធសមីករែដលេ យសមមូលនងឹ  នងិ 0 ចំេពះ 2,… ,  ។ ម្រទឹស្តីបទែវយត 

, , … ,  ជរសឺៃនពហុធ  មននយ័ថ រសឺទំងេនះេសមើនងឹ , 0, … , 0 នងិចំ ស់

ទំងអស់។ 

149. េបើ 2; 1  េនះ្របពន័ធមនរសឺែតមួយគត់ 
1

2 1 ;
1

2 1 ;
1

2 1  

ចំននួ , ,  ជស្វុីតនព្វន្ត េបើនងិមនែតេបើ , ,  ជស្វុីតនព្វន្តែដរ។ 

េបើ 1 េនះ្របពន័ធមនចំេលើយ េបើនងិមនែតេបើ ។ ករណី 2 ្របពន័ធមន

ចំេលើយ េបើនងិមនែតេបើ 0 ។ េនកនងុករណីទំងពរីេនះ ្របពន័ធមនចំេលើយេ្រចើន ប់

មិនអស់។. 

150.  េយើងមន 0 ចំេពះ្រគប់  គូ។ ដេូចនះ 0 ចបនែតចំេពះ  េសសែតបុ៉េ ្ណ ះ។ 

សនមតថ  េហើយថ 0 ។ 

េបើ | | | | េនះមន  ែដលចំេពះ្រគប់ចំននួេសស  េយើងមន 7| |  ។ ដេូចនះ  

7 0 ផទុយពលីកខខណ្ឌ ែដលថ 0 ចំេពះតៃំល  េ្រចើន ប់មិន

អស់។ ដចូគន ករណី | | | | កមិ៏ន ចែដរ។ េយើងទញបន  ។ មរេបៀបដចូគន  េយើង

ទញបន ;  នងិ  ។ េហើយ 0 ចំេពះ្រគប់ចំននួេសស  ។ 

151.  ង 1 ; 1 ; 1 ; 1  ។ េយើងទញបន 

 

េយើងទញបន        1 0 ។ 

េយើងទញបន  

- 0; 0  1 

- 1;  1  0 

152.  បូកសមីករទំងអស់បញចូលគន  េយើងទញបន 
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0 2
1

2
1

2
1

2  

េយើងទញបន  ។ 

153.  ង ; ; … ;  ។ ្របពន័ធសមីករសមមូលនងឹ 
2 3
2 3
……

2 3

 

គុណអងគនងឹអងគៃនសមីករ េយើងទញបន 2 … 3 …   … 0។ ដេូចនះ

្រតវូមន  មួយែដលេសមើសូនយ ។ េហើយេ យ 2 3  េនះ េយើងទញបន 

0 េហើយ  ។ 

154.  េយើងមន 3 0  0 ។ ដេូចនះកនងុចំេនម , ,  

្រតវូែតមនមួយជចំននួមិនអវជិជមន។ សនមតថ 0 ។ េយើងទញបន 
4 0   0 4 

ដចូគន េយើងទញបន 0 , , 4 ។ ង 4 sin  ែដល 0  ។ េយើងទញបន 

4 sin 2 ; 4 sin 4  ។ េហើយ 4 sin 8  ។ ដេូចនះ  
4 sin 8 4 sin    cos 16 cos 2  

នេំ យ 

1) 16 2 2      ; 

0 2 0; 1; 2; 3  

- 0 
0;  0 

- 1; 2; 3 

    4 sin 7 sin
2
7 sin

3
7 7 

2) 16 2 2      ; 

0 2 0; 1; 2; 3; 4  

- 0 
0;  0 

‐  1; 2; 4 

  4 sin 9 sin
2
9 sin

4
9 6 

‐  3 

  4 sin 3 sin
2
3 sin

4
3 9 

155. 1; 1; 1 ; 2; 2; 2 យកសមីករទមួីយដកសមីករទពីរី សមីករទពីរីដកសមីករទបីី 

េយើងទញបន 
1 0;     1   
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1 0    2  
1     រ ឺ 1 

2     រ ឺ 1 

េយើងទញបនបួនករណី 
; ; 1 ; 1; ; 1; 1  

ករណីទំងបួនេនះ ្រតវូនងឹ 1 រ ឺ 2 ។ 

156.  េយើងសិក ករណី 0 េ្រពះ 0 ។ ករណី 0 គុណអងគសមីករនងឹសញញ ដក។ 

បូកសមីករទំងបីៃន្របពន័ធបញចូលគន  េយើងទញបន 
1 1 1 0 

ង 1  ។ េយើងមន  
0         

េបើ Δ 1 4 0 េនះ 0 ចំេពះ្រគប់   េ្រពះ 0។ ដេូចនះ 
0 

ផទុយពសីមីករ(*)។ 

157.  ជំនសួ  ចូលកនងុ្របពន័ធ េយើងទញបន 
1
2 1          1

2 1    2
  

សមីករទ២ី េយើងទញបន 0 ។ បូកសមីករទំងពរីចូលគន  េយើងទញបន 

3
1
2 1 1 0;  0 

យកសមីករទ១ីែចកនងឹសមីករទ២ី េយើងទញបន 
1

2
1
2

1    0;  1; 1 

ចំេពះ 0 េយើងមន 

1
2

1
    

1
√2
1
√2

 

រសឺែដលេផទ ងផទ ត់គ ឺ
√
;

√
 ។ 

ចំេពះ 1 េយើងទញបន 

0
1

1
√3
1
√3

 

ចំេពះ 1 េយើងទញបន 
2

1
2

2 2 2 2
 

2 2 0 
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2 0 
0 

0 
1; 1 

ដេូចនះ 1; 0; 1  ្របពន័ធមនរសឺេផទ ងផទ ត់ លកខខណ្ឌ ។ 

158. ្របពន័ធសមមូលនងឹ 
3 2 3 3 3 0 1

3 3 2  2
6 3

3  4

 

សមីករ(១) មនរសឺ េបើ Δ 3 3 3 3 0    0 ; 3 (៥)។ សមីករទ៣ី

មនរសឺេបើ 6 0    0 6 (៦)។ ព(ី៤) (៥)(៦)េយើងទញបន 0; 3 ។ 

េបើ 0 េនះ ម(៣) េយើងទញបន 0;  នងិព(ី២) េយើងទញបន 1; 2 ។ 

េផទ ងផទ ត់ ម(១) េយើងទញបន 1 ។ 

េបើ 3 េនះ ម(៣) េយើងទញបន 3 ។ ព(ី១) េយើងទញបន 2 ។ ចំេពះ 2 

េផទ ងផទ ត់ ម(២) េយើងទញបន 3 ។ ដេូចនះ 
; ; 1; 0; 0 ; 2; 3; 3  

159. គុណសមីករទមួីយទពីរីនងិទបីី នងឹ , ,  េរៀងគន  េយើងទញបន 

 

បូកសមីករទំងបីបញចូលគន  េយើងទញបន 
           1  

បំបត់ភគែបងៃន្របពន័ធេដើម 

 

បូកបញចូលគន  េយើងទញបន 
        2  

បូក(១)នងឹ(២) េយើងទញបន 
2  

    0 

    

    ; ; ; ; ; ; ;  
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160. ្របពន័ធមនរសឺងយ 0; 0; 0  ។ េបើ 1 េនះ 2  មិន ច។ ដចូគន េយើងទញ

បន 1; 1; 1 ។ េយើងមន 

2
2
2

         

2
1     4
2

1      5

2
1     6

 

ង tan 1   ,  ។ ព(ី៤) េយើងទញបន tan 2  នងិព(ី៥) 

េយើងទញបន tan 4  េហើយជចុងេ្រកយ tan 8 tan  ។ ដេូចនះ 

8         7   ;  

ដេូចនះ្របពន័ធមនរសឺ ; ; tan ; tan ; tan |  

V. វសិមភព 

161.  ង 1 3 5 99 2 4 6 98
. . ; . .
2 4 6 100 3 5 7 99

A B= = ។ េ យ 

 

2 1 4 3 6 5 98 97 99
, , , , ,1

3 2 5 4 7 6 99 98 100
> > > > >

 
េនះ B A> ។ េយើងមន 

 

1 2 3 4 5 6 98 99 1
. . . . . .

2 3 4 5 6 7 99 100 100
AB

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜= =⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

ដេូចនះ  
2 1

100
A AB< =

 ⇒  
1

10
A <

។ 

បនទ ប់មកេទៀត  

 
3 5 7 99

2 . .
4 6 8 100

B A< =
 

េ្រពះ  

2 3 4 5 6 7 98 99
, , , ,

3 4 5 6 7 8 99 100
< < < <

។ ដេូចនះ 

 
1

.2
100

A A AB> =
 ⇒  1

10 2
A > ។ 

162.  េយើងមន 

 ( ) ( )100 50 50

1001 1.2.3 100
502 2 1.2.3 50 .2 1.2.3 50

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 

   ( ) ( )
1.2.3 100 1.3.5 99

2.4.6 100 . 2.4.6 100 2.4.6 100
= =

 
េហើយ មសំនរួ161. េយើងទញបនវសិមភពពតិ។ 
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163.  ដំបូងេយើងនងឹបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ 1n ≥  េយើងមន 

 

1 3 5 2 1 1
. .
2 4 6 2 3 1

n

n n

−
≤

+  

ចំេពះ 1n =  េយើងមន 1 1

2 3.1 1
=

+
។ បនទ ប់មកេទៀតសនមតថពតិដល់ n  មននយ័ថ 

  

1 3 5 2 1 1
. .
2 4 6 2 3 1

n

n n

−
≤

+  

េយើងគុណអងគសងខ ងៃនវសិមភពេនះនងឹ 2 1

2 2

n

n

+
+

 េយើងទញបន 

 ( )
1 3 5 2 1 2 1 2 1
. . .
2 4 6 2 2 2 2 2 3 1

n n n

n n n n

− + +
≤

+ + +     
េយើងមន 

 ( )

2
2 1

2 2 3 1

n

n n

⎡ ⎤+⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦  
( )2

3 2

2 1

12 28 20 4

n

n n n

+
=

+ + +
 

     

( )
( )

2

3 2

2 1

12 28 19 4

n

n n n n

+
=

+ + + +
 

     

( )

( ) ( )

2

2

2 1

2 1 3 4

n

n n n

+
=

+ + +  

     

1

3 4n
<

+  
⇒  

( )
2 1 1

2 2 3 1 3 4

n

n n n

+
<

+ + +
 

⇒  1 3 5 2 1 2 1 1
. . .
2 4 6 2 2 2 3 4

n n

n n n

− +
≤

+ +
 

164.  អនវុត្តនវ៍សិមភពកនងុសំនរួទ1ី63. ចំេពះ 50n =  េយើងទញបន 

 

1 3 5 99 1 1 1 1
. .
2 4 6 100 12,288 123.50 1 151

≤ = = <
+   

ពតិ។ 

165.  ្រ យបញជ ក់ មកេំនើន។ 

166. ជដំបូង េយើងនងឹបង្ហ ញថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ធមមជត ិk n≤  េយើងមន 

 

2

2

1
1 1 1

k
k k k

n n n n

⎛ ⎞⎟⎜+ ≤ + < + +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
ចំេពះ 1k =  វសិមភពពតិ។ សនមតថវសិមភពពតិចំេពះតៃំល k  មួយ។  េយើងមន 
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1
1 1 1 1

1 1 1 1 1
k k

k

n n n n n

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜+ = + + ≥ + +⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠  

   
2

1 1
1 1
k k k

n nn

+ +
= + + > +  ពតិ (មិនចបំច់ែត k n≤ េទ) 

េយើងមន 

 

1 2

2

1 1 1 1
1 1 1 1 1

k k
k k

n n n n nn

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟⎜+ = + + < + + +⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠  

   

2 2

2 2 3

1 2 1 1
1
k k k k k

n n n n

+ + + +
= + + − +

 

   

( ) ( )2 2

2 3

1 11
1

k n k kk

n n n

+ + −+
= + + −

 

   

( )2

2

11
1

kk

n n

++
< + +

 
េ្រពះ ( ) 21n k k+ >  េបើ n k≥ ។ ដេូចនះេ យយក k n=  េយើងទញបន 

 

2

2

1
2 1 1 1 3

n
n n n

n n n n

⎛ ⎞⎟⎜= + < + < + + =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
167.  មសំនរួ 166. េយើងទញបន 

 
( )

1.000.000
1.000.000 1

1, 000.001 1 2
1.000.000

⎛ ⎞⎟⎜= + >⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
168. េយើងមន 

 

( )

( )

999 1000 1000

1000

1.001 1.001 1 1 1
. 1 .

1000 1001 1000 10011000

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= = +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

   1
3. 1
1001

< <  ( មសំនរួ 166.) 

ដេូចនះ 
1.000 9991.000 1.001> ។ 

169. េយើងមន 

        √ 1 √ √ √ 1 
 √ 1 √ 1 2√  
√ 1 √ 1 4  
  1  

ពតិ។ 
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170. ងចំននួពតិទំងេនះេ យ , , … ,  ែដល … 1 ។ េយើង្រតវូបង្ហ ញថ 

 ។ ចំេពះ 1 វសិមភពពតិ។ សនមតថពតិចំេពះ  មននយ័ថ 

ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ , , … ,  ែដល … 1 េយើងមន  ។ 

ចំេពះ 1 េបើ 1 េនះ 1 វសិមភព

ពតិ។ ករណីេផ ងពេីនះ េ យ រ ផលគុណៃនចំននួទំងេនះមនតៃំលេសមើមួយ េហើយចំននួទំងេនះ

មិនមនតៃំលេសមើមួយដចូគន ទំងអស់ ដេូចនះមនចំននួខ្លះតចូជងមួយចំននួខ្លះធជំងមួយ។ សនមត 

1, 1។ ង ។ េយើងមន … 1 ដេូចនះ  

។ េយើងមន 
 

1 1  
1 1 1 1 

វសិមភពពតិដល់ 1 ។ 

171.    ្រ យបញជ ក់ មកេំនើន។ ចំេពះ 1 វសិមភពពតិ។ សនមតថពតិចំេពះ  

មននយ័ថ 1 1 … 1 1  ។ គុណអងគទំងពរីៃន

វសិមភពនងឹ 1  េយើងទញបន 1 1 … 1 1

1 1 ។ េយើងមន 1 1

1 0 ពតិេ្រពះ , , … ,  

មនសញញ ដចូគន ។ ដេូចនះ 1 1 … 1 1 1

 ។ 

172.  ចំេពះ 6n =  េយើងមន 6 62 64 6! 720 3 729= < = < =  

សនមតថវសិមភពខងេលើពតិចំេពះ ចំននួគត់ធមមជត ិn  មួយ។ េយើងនងឹបង្ហ ញថ ពតិចំេពះ 

1n +  ែដរ។ េយើងមន 

 
!

2 3

n n
n n

n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜> >⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

⇒  ( ) ( ) ( )1 1 ! 1
2 3

n n
n n

n n n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ > + > +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ដេូចនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ   

( )
1

1
1

2 2

n n
n n

n
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎟ ⎟⎜ ⎜> +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

នងិ 
( )

1
1

1
3 3

n n
n n

n
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜+ >⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ។ 
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⇔  

1 1
1 1

2 3
1

2 3

n n

n n

n n

n
n n

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
> + >

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⇔  

1 1 1 1

2 2 3 3
1

2 3

n n

n n

n n

n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
> >

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⇔  1 1 1 1
1 1 1

2 3

n n

n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ > > +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

⇔  1
2 1 3

n

n

⎛ ⎞⎟⎜< + <⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
  ពតិ។ 

173. េយើងមន Δ 999 0; Δ  នងិ | | √
| |

 ។ 

េបើ Δ 2 េនះ    

| |
2√Δ
| |

2√Δ
2000

2√2
2000

1
998 

េបើ Δ 1 េនះ 999 1 998.1000 2 . 5 . 449 ។ េយើងមន 2 . 5 . 449

1996 2000 ជតួែចកមួយៃន 2 . 5 . 449 េនះ 1996 ។ េយើងទញបន 

| |
2√Δ
| |

2
| |

1
998 

174. លកខខណ្ឌ ែដលេ យ នេំ យ   នងិ 
2
;

2
 

ជំនសួចូលលកខខណ្ឌ ទបីី េយើងទញបន 

3  
2 2

2     1  

ង 0 ។ េយើងមន 
2 2

 

2  
  2 2  

2 2  
3 2 ;            ម  1  

ដេូចនះ 
2 3
3 2  

េយើងទញបន 6 ; 9 2  ។  
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េយើងមន 4        6 4 9 2    4  ។ 

េយើងមន 0   9 2 0;  4,5 ។ 
175.   
ករណី 3  េនះ  

| |
2 1

3
| | 3 

ករណី 3 0 
ករណីេនះ 0 ដេូចនះ  

2 1
3 2

7
3 2

7
3

1
3 

ករណី 1 2⁄  
េយើងមន 

| |
2 1

3
| |

1
2 

ករណី 0 1 2⁄  
ករណីេនះេយើងមន 1 3⁄  េ្រពះ  

2 1
3

1
3  

1
3    

1
3

1
3 

3 3 3 3   0  
ពតិ។សញញ េសមើេកើតមន េពល 0 ។ 
ដេូចនះ min 1/3 េពល 0 ។ 
176. សនមតថ 0 ។ េបើ 0 េនះគុណពហុធនងឹ 1  ។ េយើងសនមតផងែដរថ 0 ។ េបើ

0 េនះេយើងយក  ។ 

ជំនសួ 0; 1 ចូល  េយើងទញបន 
1 1  1

1 1  2
1 1 3

 

(2) នងិ(៣) នេំ យ  
1 1
1 1  

េ យ 0; 0; | | 1 េនះ  
0 2
2 2 

   2 4
2 4

 

   4       4  
េយើងមន 
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8
3

2
3

8
3

8
3
. 4

32
3

 

 មនតៃំលធបំំផុតេពល 0; 4  0; 2 ។ 

េបើ 0; 2; 2 1 ។ 

េបើ 0; 2; 2 1 ។ 

ដេូចនះ , , 2; 0; 1 ; 2; 0; 1  ។ 

177. សនមតថ  ។ សនមតថ min  េនះ 
1
10
  

1
10

 
1
10   

2
10 

1
10   

3
10 

1
10   

4
10 

1 2 3 4
10 1   

មិន្រតមឹ្រតវូ។ 
សនមតថ min   េនះ 

1
36   

1
6 

1
36   

√2
6  

1
36
  

√3
6

 
1
36   

√4
6  

1 √2 √3 √4
10 1   

មិន្រតមឹ្រតវូ។  
178.  ដំេនះ្រ យទ១ី 

េយើងមន 

 
a b c
b c c a a b

+ +
+ + +

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2a b c
b c b c c a c a a b a b

= + +
+ + + + + + + + +

 

  ( ) ( ) ( )
2 2 2

2
a b c

a b c b c a c a b
< + + =

+ + + + + +  
ដំេនះ្រ យទ២ី 

ង , ,a x y b y z c z x= + = + = + ។  

a b c+ >  ⇔  2 0y >  ⇒  0y >  
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a c b+ >  ⇔  2 0x >  ⇒  0x >  
b c a+ >  ⇔  2 0z >  ⇒  0z >  
ដេូចនះ េយើងបំែលង លកខខណ្ឌ  , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុង្រតេីកណមក , , 0x y z > ។ 

េយើងមន 

 

x y y z z x

x y z z x y z x z y z y

+ + +
+ +

+ + + + + + + + +  

 
2

x y y z z x

x y z x y z x y z

+ + +
< + + =

+ + + + + +  ពតិ។ 

179.  ង , ,a x y b y z c z x= + = + = +  េនះ , , 0x y z > ។ 

វសិមភពខងេឆ្វងសមមូលនងឹ 

 ( ) ( )2
3a b c ab bc ca+ + ≥ + +  

⇔  ( )24 x y z+ + ≥  

( )( ) ( )( ) ( )( )3 x y y z y z z x z x x y⎡ ⎤+ + + + + + + +⎣ ⎦  
⇔  2 2 2x y z xy yz zx+ + ≥ + +  

⇔  ( ) ( ) ( )2 2 21
0

2
x y y z z x

⎡ ⎤− + − + − ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 

ពតិ។ អងគទំងពរីេសមើគន េពល x y z= =  មននយ័ថ a b c= = ។ 

ដចូគន វសិមភពខង ្ត សំមមូលនងឹ 0xy yz zx+ + >  ពតិ េ្រពះ , , 0x y z >  

180. េយើងមន 
2  

     2  
     2  
2 2 0 

ដចូគន េយើងទញបន 
2 2 0 
2 2 0 

េយើងនងឹបង្ហ ញថ 
2 2 2 2 2  

េយើងមន 
2 2 2 2 2  
4 2 4 2 2  
2 2  
2 0 

ដចូគន េយើងទញបន 
0 2 2 2 2 2  
0 2 2 2 2 2  
0 2 2 2 2 2  
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គុណអងគនងឹអងគេយើងទញបនវសិមភព។ អងគទំងពរីេសមើគន េពល  ។ 

181. េយើងទញបន  

0; 4 0  4 4.2 . 2 2 2  
2 4   
2 4   
3 3   

3 
min 3 

182. េយើងមន 

sin 2 
2 cos  

√3 sin cos
2 cos 60°   

េយើងមន 

4 √3     √3 sin cos
2 1 cos 60° 0 

េយើងមនសមភពទល់ែត  នងិ 60° មននយ័ថ ្រតេីកណជ្រតេីកណសម័ង ។ 
183. សនមតថ 0; 0; 4  ។ េបើ 0 េនះ 0 េហើយវសិមភពេទជ 

0 ។ េបើ 0 េនះ  

2
4

4 0 

ឥលូវេយើងសនមតថ 0 ចំេពះ្រគប់គូវុចិទរ័ ,  ។ ជំនសួ  េ យ    

េយើងទញបន 0 ពតិចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ  ដេូចនះនេំ យ 0,

0, 4 ។  

184.  េយើងមន 

 
( )

1,

j n

i j
j j i

a a
=

= ≠
− = ∑

 

នងិ 
( ) ( ) ( )

1,

1
n

i i i i j
j j i

n a n a a a a
= ≠

= − − − = −∑
   

 ( )i j
i j

a a
≠

= −∑ i j
i j

a a
≠

≤ −∑  

⇒  
1

2
n

i i j
i i j

n a a a
= <

≤ −∑ ∑  ⇒  វសិមភពពតិ។ 

ចំេពះ 1 2 1... na a a x−= = = =  នងិ ( )1na n x= − −  េយើងទញបនអងគទំង២េសមើគន ។ 
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185.  ដំេនះ្រ យទ១ី 

 

ជដំបូងេយើងសនមតថ ក ្ត នមួិយៗៃនអងគខង ្ត រំបស់វសិមភពមនតៃំលវជិជមនរសូឺនយ។ 

េយើងមន 

1 1 1 1
1 1 1b b b a
c b bc b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + = − + = + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

⇒  
2

2 21 1 1
1 1a b b a a ba
b c b

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎟− + − + = − − ≤⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠
 

ដចូគន  េយើងទញបន 

 

21 1
1 1b c cb
c a

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + − + ≤⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠  

 

21 1
1 1a c ac
b a

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + − + ≤⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠  

⇒  ( )
2

21 1 1
1 1 1 1a b c abc
b c a

⎡⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎤⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥− + − + − + ≤ =⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 ពតិ។ 

 

ករណីមនក ្ត មួយអវជិជមន ឧទហរណ៍ 1
1 0a
b

− + <  េនះ 1a <  េហើយ 1b > ។ កនងុករណី

េនះ 1
1 0b
c

− + >  នងិ 1
1 0c
a

− + >  ។ ដេូចនះេបើមនក ្ត មួយអវជិជមន េនះ មនែតក ្ត

មួយេនះបុ៉េ ្ណ ះ ែដល អវជិជមន ដេូចនះ ផលគុណៃនក ្ត ទំងបីេនះអវជិជមន ដេូចនះតចូជង១។ 

ដំេនះ្រ យទ២ី 

វសិមភពែដលេ យសមមូលនងឹ 

 

( )
( )

( )
( )2 3 2 3

1 3 1 3abc abc
a abc b abc

b c

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− + − + ×⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  

( )
( )2 31 3 abc

c abc abc
a

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜× − + ≤⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  

ជំនសួ 
3 3 3, ,a x b y c z= = =  ែដល , , 0x y z >  

 

( ) ( )2 2
3 3

3 3

xyz xyz
x xyz y xyz

y z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− + − + ×⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  



92 ១. អនុគមន៍ងយ | លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត 

 

   

( )23 3 3 3
3

xyz
z xyz x y z

x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜× − + ≤⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  
⇔  ( )( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2x y y z z x y z z x x y z x x y y z− + − + − +  

   
3 3 3x y z≤  

⇔  3 3 3 6 3 4 4 5 2 2

cyclic cyclic cyclic

3x y z x y x y z x y z+ ≥ +∑ ∑ ∑  

⇔  ( )( )( ) ( ) ( ) ( )3 22 2 2 2 2 2

cyclic sym

3 x y y z z x x y x y y z+ ≥∑ ∑  

ង 
2 2 2, ,u x y v y z w z x= = = ។ េយើងមន , , 0u v w >  

⇒  3 2

cyclic sym

3uvw u u v+ ≥∑ ∑  

⇔  ( )( )
cyclic

0u u v u w− − ≥∑  ពតិ មវសិមភព ឈ័រ។ 

186. 

187. េ យ 0 1 េនះវសិមភពែដលេ យ ចសរេសរជ 

1
1

1
1

1 9 

1 1 1 9 1  
2 9 9  

2 1 0 
ពតិ។  

188.  េយើងមន 

 

6 4 2 6 4 2

6 4 2 6 4 2

a a a b b b

b b b a a a
+ + + + +

 
6 6 4 4 2 2

6 6 4 4 2 2

a b a b a b

b a b a b a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= + + + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  2 2 2≥ + +  
អងគទំង២េសមើគន  លុះ្រ ែត a b= ។ 

189.  េយើងមន  

4 2 2 4 4 2 2 42 2

x y x y

x y x y x y x y
+ ≤ +

+ +  

   
2 2

1

2 2

x y

xyx y xy
≤ + =

 
 

190.  េយើងមន 
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( ) ( )

2 2
2 20 1 1x y y x≤ − + + − +

 
⇒  2 2 2 21 1 1x y x y y x+ + ≥ + + +  

អងគទំង២េសមើគន  េបើ 

2

2

1

1

x y

y x

⎧⎪ = +⎪⎪⎨⎪ = +⎪⎪⎩   

⇒     2 2 2 2 2x y x y+ = + +   
មិន ច។ ដេូចនះអងគទ១ីធជំងអងគទ២ី ច់ខត។ 

 

191.  វសិមភពសមមូលនងឹ 

 

2 2 2

0
x y y z z x

y z z x x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜− + − + − ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  ពតិជនចិច។ 

អងគទំង២េសមើគន  មនែតx y z= = ។ 

192.  ង , ,a x y b y z c z x= + = + = +  េនះ , , 0x y z > ។ 

វសិមភពសមមូលនងឹ 

( )( )( )2 2 2 64x y z x y z x y z xyz+ + + + + + ≥  
េយើងមន 

 2x y z+ +  ( ) ( )x y y z= + + +  

   2 2xy yz≥ +  

   ( )1 424 xy z≥
 

ដចូគន  ( ) ( )1 4 1 42 22 4 ;2 4x y z xyz x y z x yz+ + ≥ + + ≥
។ ដេូចនះ 

( )( )( )2 2 2x y z x y z x y z+ + + + + +  

  ( )1 42 2 264 . . 64xy z xyz x yz xyz≥ =
 ពតិ។ 

 

193.  ង ,a x y= + ,b y z c z x= + = +  ។ ដេូចនះ , , 0a b c > ។ េយើងមន 

 

2 2 2 2 2 2x z y x z y

y z z x x y

− − −
+ +

+ + +  
( ) ( ) ( )a b c b c a c a b

b c a

− − −
= + +

 

   
ac ba bc

a b c
b c a

= + + − − −
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ែតថ 
2 21

2 2

ac ba b c
a a

b c bc

⎛ ⎞ +⎟⎜ + = ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 េទជេសមើគន  ទល់ែត b c=  ។  ដចូគន ែដរ 

 

1

2

ac bc
c

b a

⎛ ⎞⎟⎜ + ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

 

1

2

ba bc
b

c a

⎛ ⎞⎟⎜ + ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

បូកអងគៃនវសិមភពទំងេនះបញចូលគន  េយើងទញបន 0
ac ba bc

a b c
b c a

+ + − − − ≥  ។ ដេូចនះ

វសិមភពពតិ។ សញញ េសមើេកើតមនេពល a b c= =  មននយ័ថ x y z= =  ។ 

 

194.  ង , ,x a b c y b c a z c a b= + − = + − = + − ។  

ដេូចនះ , , 0x y z >  នងិ , ,
2 2 2

x z y x z y
a b c

+ + +
= = = ។ េយើងមន 

 ( ) ( )22 2x y x y xy x y+ ≥ + + = +  េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េបើ x y=  ។ 

ដេូចនះ 

 2 2a b c b c a x y x y b+ − + + − = + ≤ + =  
ដចូគន  2b c a c a b c+ − + + − ≤  

 2c a b a b c a+ − + + − ≤  
បូកអងគនងឹអងគៃនវសិមភព េយើងទញបនវសិមភពពតិ។ 

សមភពេកើតមន លុះ្រ ែត x y z= =  មននយ័ថ a b c= =  ។ 

 

195.  ដំេនះ្រ យទ១ី 

េយើងមន ( )( )2 2 0a b a b− − ≥  ⇒  ( )3 3a b ab a b+ ≥ +  េ យអងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែត 

នងិមនែត a b= ។ ដេូចនះ 

 ( ) ( )3 3

1 1 c

ab a b abc abc a b ca b abc
≤ =

+ + + ++ +  

 ( )3 3

1 a

abc a b cb c abc
≤

+ ++ +  

( )3 3

1 b

abc a b cc a abc
≤

+ ++ +  

3 3 3 3 3 3

1 1 1

a b abc b c abc c a abc
+ +

+ + + + + +  

 ( )
1c b a

abc a b c abc

+ +
≤ =

+ +  
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ដំេនះ្រ យទ២ី 

វសិមភពេនះសមមូលនងឹ 

 
( )( )3 3 3 3

sym

a b abc b c abc abc+ + + +∑
 

( )( )( )3 3 3 3 3 32 a b abc b c abc c a abc≤ + + + + + +
 

⇔  ( )7 4 4 5 2 2 3 3 3

sym

3 4a bc a b c a b c a b c+ + +∑  

   
( )3 3 3 6 3 4 4 7 5 2 2

sym

2 3 2a b c a b a b c a bc a b c≤ + + + +∑
 

⇔  ( )6 3 5 2 2

sym

2 2 0a b a b c− ≥∑  

⇔  6 3 0 5 2 2

sym sym

a b c a b c≥∑ ∑   

ពតិ មវសិមភពមួរែហ៊ដ េ្រពះ ( )6, 3, 0 ម៉សូរ ( )5,2,2 ។ 

 

196.  េយើងមន 

 
5 5a b+  ( )( )4 3 2 2 3 4a b a a b a b ab b= + − + − +  

   
( ) ( )( )3 3 2 2a b a b a b a b⎡ ⎤= + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦  

   ( ) 2 2a b a b≥ +  េ្រពះ ( )( )3 3 0a b a b− − ≥  

⇒  
( )5 5 2 2

ab ab

a b ab a b a b ab
≤

+ + + +
 

   ( )
1

1ab a b
=

+ +  

   ( )
1 c

ab a b c a b c
= =

+ + + +  
មរេបៀបដចូគន  ចំេពះតួេផ ងេទៀត។ េយើងទញបន 

 
5 5 5 5 5 5

ab bc ca

a b ab b c bc c a ca
+ +

+ + + + + +  

1
c a b

a b c a b c a b c
≤ + + =

+ + + + + +  
សមមភពេកើតមនេពល a b c= = ។ 

197.  ង  2 2

1 1

n n

i i
i i

A a b
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  
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2

1

n

i i
i

B a b
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

ដេូចនះ 

2 2 2 2 2 2

1 1 1

2
n n

i i i j i i i j i j
i i j i i j n

A B a b a b a b a a b b
= ≠ = ≤ < ≤

− = + − −∑ ∑ ∑ ∑
 

  
( )2 2 2 2

1

2i j j i i j i j
i j n

a b a b a a b b
≤ < ≤

= + −∑
 

  
( )2

1
i j j i

i j n

a b a b
≤ < ≤

= −∑
 

  0≥  
⇒  សំេនើពតិ។ 

 

198.  មវសិមភពកូសីុ− ្វ ត 

( )
2

2
1 2

1 2 1

1 1 1 1
... ...

n

n i
n i i

x x x x n
x x x x=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ + + + + + ≥ =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
∑

 
199.  មវសិមភពកូសីុ− ្វ ត 

( )2a b c d+ + +  ( )( )2 2 2 21 1 1 1 a b c d≤ + + + + + +  

   ( )2 2 2 24 a b c d= + + +
 

⇒  ( ) ( )2 28 4 16e e− ≤ −  

⇒  ( )5 16 0e e − ≤  

⇒  16
0

5
e≤ ≤  

េដើមបីេ យ 
16

5
e =

 លកខខណ្ឌ គ ឺa b c d= = =  នងិ 
24

5
a b c d+ + + =

 ⇒

6

5
a b c d= = = =

។ 

200.  មវសិមភពកូសីុ− ្វ ត េយើងមន 

 

2

1 1

n n
i

ii i

s as
n

s a s= =

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ≥⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 
េយើងមន  

1 1 1

1
1 1

n n n
i

i
i i i

s a
a n

s s= = =

−
= − = −∑ ∑ ∑
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⇒  
2

1 1

n

ii

s n

s a n=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ≥⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎟⎜⎝ ⎠
∑  ពតិ 

មយ៉ងវញិេទៀត  1 1

n n
i

ii i

s a s
n

s a= =

−
= − +∑ ∑

 

មវសិមភពកូសីុ− ្វ ត  

2

1 1

n n
i

ii i

as
n

a s= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ≥⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

  

េ យ 1

1
n
i

i

a

s=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 ⇒  

2

1

n

ii

s
n

a=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

⇒   ( )2

1

1
n

i

i

s a
n n n n

s=

−
≥ − + = −∑   ពតិ 

េយើងមន 

2

2

1 1 1

1
n n n

i i
i i i

a a
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟≥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

  

⇒   
2

2

1

n

i
i

s
a

n=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  ។ 

ែតថ  
( )

2

2

1 1 1

n n n
i

i i i
ii i i

a
a s a a s

s a= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎡ ⎤ ⎟ ⎟ ⎟− ≥ =⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟−⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

 

⇒  

( )

2

1

1

n
i

n
ii

i i
i

a s

s a
a s a

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ≥⎜ ⎟⎜ ⎛ ⎞⎟− ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎡ ⎤ ⎟−⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑
∑

2

2

1 1

n n

i i
i i

s

s a a
= =

=

−∑ ∑
 

2

2

2 1s
n

s n

ns
≥ =

−−
 ពតិ។ 

 

201.  ក) មលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើង ចសនមតថ 1 2 3a a a≤ ≤  ។ ដេូចនះ េយើង្រគន់ែត

បង្ហ ញថ 1 2 3a a a+ >  េទបនេហើយ។ េយើងមន 

( ) ( )22 2 2 4 4 4
1 2 3 1 2 32a a a a a a+ + > + +

  
⇔  ( )( )( )1 2 3 1 2 3 1 2 3a a a a a a a a a+ + + − − + + × 

( )1 2 3 0a a a× − + >  
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ក ្ត នមួិយៗសុទធែតវជិជមន េលើកែលងែត ( )1 2 3a a a+ −  ែដលមិនទន់ដងឹ។ ែត ផលគុណរបស់ក ្ត

ទំងអស់វជិជមន ដេូចនះ  ( )1 2 3a a a+ −  ្រតវូែតវជិជមន។ 

ខ) ករណី 3n =  បន្រ យបញជ ក់រចួកនងុសំនរួក)។ េយើងសនមតថ 4n ≥  ។  

មលកខណៈសីុេម្រទី េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 1 2 3, ,a a a  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណ ជករ្រគប់្រគន់

េហើយ។ 

មវសិមភពកូសីុ− ្វ ត 

 
( )( ) ( )24 4 4 2 2 2

1 2 1 21 ... ...n nn a a a a a a− + + + < + + +
 

   

2
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 4

42 2

n

k
k

a a a a a a
a

=

⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

 ≤ ( )
( ) ( )2 22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 4

4

1
4 4

n

k
k

a a a a a a
n a

=

⎛ ⎞⎟⎜ + + + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜− + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑  

⇔  ( ) ( )24 4 4 2 2 2
1 2 3 1 2 32 a a a a a a+ + < + +  េហើយ ម សំនរួ ក) េយើងទញបនថសំេនើពតិ។ 

 

202.  មវសិមភពកូសីុ− ្វ ត  ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន   

( )22
2 1

1

1i iS a S a
n

− ≥ −
−  

⇒  
( )

( )
2

2
1

1

1

1
i

i
i

S a
S a

S a n

−
≥ −

− −
 

⇒  ( )
2

2
1 1

11 1

1

1

n n
i

k
kk k

S a
S a S

S a n= =

−
≥ − =

− −∑ ∑  

 

203.  ង ( ) ( )32 2 2 2, , , 0 /E a b c d a b c d
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ > + = +⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

 នងិ f  ជអនគុមន ៍កនំត់

េលើ E  េ យ ( )
3 3

, , , 1
c d

f a b c d
a b

= + −  ។ 

េយើងេឃើញថ ចំេពះ 0 :λ∀ ∈ >  ( ), , ,a b c d E∈  នងិ ( ), , , 0f a b c d ≥  ទល់ែតនងិមនែត 

( )3 3, , ,a b c d Eλ λ λ λ ∈  នងិ ( )3 3, , , 0f a b c dλ λ λ λ ≥  ។ 

ដេូចនះ េយើង ចសនមតថ ( ), , ,a b c d E∈  នងិ 2 2 1a b+ =  េ យមិនេធ្វ ើេ យបត់ភពទូេទ

េឡើយ។ ដេូចនះ 2 2 1c d+ = ។  
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មវសិមភពកូសីុ− ្វ ត នេំ យ ( ) ( )
3 3 22 2 1
c d

ac bd c d
a b

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + + ≥ + =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 

ែតេយើងមន  

2 2 2 2

2 2

a c b d
ac bd

+ +
+ ≤ +

 

    
( )2 2 2 21

1
2
a b c d= + + + =

 

⇒  
3 3 1

1
c d

a b ac bd
+ ≥ ≥

+  
 

204.  មវសិមភពកូសីុ− ្វ ត  

 1 1 1x y z− + − + −  
1 1 1x y z

x y z
x y z

− − −
≤ + + + +

 

េយើងមន 

1 1 1 1 1 1
3 1

x y z

x y z x y z

⎛ ⎞− − − ⎟⎜+ + = − + + =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

ដេូចនះ វសិមភពពតិ។ 

េយើងមនសមភព លុះ្រ ែត 
2 2 2

1 1 1x y z

x y z

− − −
= =  នងិ 1 1 1

2
x y z
+ + =  ⇒  

3

2
x y z= = =  ។ 

 

205.  ង 1 1 1
, ,a b c
x y z

= = = ។ លកខខណ្ឌ  xyz xy yz zx≥ + +  ⇔  1 1 1
1

x y z
+ + ≤  

⇒   1a b c+ + ≤   

វសិមភព ( )3xyz x y z≥ + +  ⇔  1

3
ab bc ca+ + ≤  ។  

េយើងមន ( ) ( )2 2 2 21 2a b c a b c ab bc ca≥ + + = + + + + +  

េហើយ មវសិមភពកូសុី− ្វ ត េយើងមន 2 2 2 2 2 2ab bc ca a b c b c a+ + ≤ + + + +  

មននយ័ថ 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + + ។ ដេូចនះ នេំ យ ( )1 3 ab bc ca≥ + +  ពតិ។ 

 

206.  ង tan , tan , tana x b y c z= = =  េនះ , ,x y z  ជមំុៃន្រតេីកណ្រសចួ។ ដេូចនះ

វសិមភពសមមូលនងឹ ( )max tan , tan , tan 3x y z ≥  
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ែតថ មនមំុមួយរបស់្រតេីកណ ឧទហរណ៍ x  ែដលធជំងរេឺសមើ 
3

π  (េបើ តចូជង 
3

π  ទំងអស់គន  េនះ 

ផលបូកមំុកនងុ្រតេីកណ មនតៃំលតចូជង π )។ េ យអនគុមន ៍ tan  េកើនេលើ 0,
2

π⎡ ⎞⎟⎢ ⎟⎟⎟⎢ ⎠⎣
 េនះ 

tan 3x ≥ ។ 

 

207.  េយើងមន 

 

4

1

n

i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

2

2

1

2
n

i i j
i i j

x x x
= <

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

   

2

1

4 2
n

i i j
i i j

x x x
= <

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟≥ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 វសិមភពកូសុី (១) 

   

2

1

8
n

i j k
i j k

x x x
< =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

   
( )2 28 i j i j

i j

x x x x
<

≥ +∑
   (២) 

េយើងមនសមភព(២) ទល់ែតនងិមនែត មនយ៉ងេ ច ស់ ix  ចំននួ ( )2n −  ែដលេសមើសូនយ។ 

ឧទហរណ៍ 3 0nx x= = = ។ កនងុលកខខណ្ឌ េនះ េយើងមនសមភព(១) ទល់ែតនងិមនែត 
2 2

1 2 1 22x x x x= +  មននយ័ថ 1 2x x= ។ 

ដេូចនះ 1

8
C =  េ យអងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិមនែត មនយ៉ងេ ច ស់ ix  ចំននួ 

( )2n − ត ួែដលេសមើសូនយ េហើយតួពរីេទៀតេសមើគន ។ 

208.  េយើងមន 
 

1 
ដេូចនះ 1 1 ។ 

េបើ ;  េនះ 0; 1 ។ េហើយ 

. 1 ។ ដេូចនះ    1 ។ 

េយើងមន 0 ។ េបើ ;  េនះ 0 ។ 

ដេូចនះ   0  ។ 

ជសរបុ min 1   ឧទហរណ៍្រតង់ ;  ។ 

 max 0   ឧទហរណ៍្រតង់ ;  ។  
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209.  េ យចំននួចំ ស់មនចំននួកនំត់ (ទំងអស់មន !n  រេបៀប) េនះ មនមួយែបបែដល Sσ  

មនតៃំលធបំំផុត (ដចូគន  តូចបំផុត)។ ង i j<  ជសនទស ន២៍, σ  ជចំ ស់ៃន { }1,2,...,n  

េហើយសនមតថ ( ) ( )i jσ σ> ។ ដេូចនះ ( ) ( )j ib bσ σ≤  េ្រពះស្វុីត ( )kb  េកើន។ ង σ ′ជចំ ស់

ែដលដចូគន នងឹ σ  ែតខុសគន ្រតង់ ,i j  ែដល ( ) ( )j iσ σ′ =  នងិ ( ) ( )i jσ σ′ = ។ ដេូចនះ 

( ) ( ) ( )( )j i i jS S a a b bσ σ σ σ′ − = − − ។ 

− េបើ i ja a<  នងិ ( ) ( )j ib bσ σ<  េនះ S Sσ σ′ >  មននយ័ថ Sσ  មិនែមនធបំំផុតេទ 

− េបើ i ja a=
 រ ឺ ( ) ( )j ib bσ σ=  េនះ S Sσ σ′ =  

ដេូចនះ ជំនសួ σ  េ យ σ ′  ផលបូកមិនថយចុះេទ រកឺ ៏ ចធជំងមុន។ 

េបើ ( )1 1σ ≠  េនះ ចំេពះ 1i =  នងិ j  ែដល ( ) 1jσ =  េយើងមនចំ ស់ σ ′  មួយែដល 

( )1 1σ ′ =  េ យរក តៃំលផលបូកេនដែដល។ ដចូគន  ចំេពះ 2, 3, ..., 1i n= −  រហូតទទួលបន 

( )i iσ ′ =  ែដលេពលេនះផលបូកមនតៃំល េសមើ Sσ  រកឺធ៏ជំង Sσ ។ ដេូចនះផលបូកមនតៃំលធបំំផុត 

េពល ( )i iσ = ។ 

្រ យបញជ ក់ដចូគន ករណីតចូបំផុត។ 

 

210.  វសិមភពសមមូលនងឹ 
1 1

n n

i i i i
i i

x z x y
= =

≤∑ ∑  

វសិមភពេ្រកយេនះពតិ មវសិមភពតេំរៀប។ 

211.  មន 0,
2

x
π⎛ ⎞⎟⎜∈ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

។ ង  3 3
1 2sin ; cosa x a x= =  នងិ 1

1
;

cos
b

x
= 2

1

sin
b

x
=  ។ 

េយើងេឃើញថ េបើ 1 2a a≤  េនះ 1 2b b≤  េហើយ េបើ 1 2a a≥  េនះ 1 2b b≥ ។ ដេូចនះ ម

វសិមភពតេំរៀប 

 ( ) 1 1 2 2 1 2 2 1f x a b a b a b a b= + ≥ +  

    
3 31 1

sin cos
sin cos
x x

x x
= +

 

    
2 2sin cos 1x x= + =  

មយ៉ងវញិេទៀត េយើងដងឹថ 1.0
4

f
π⎛ ⎞⎟⎜ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 ដេូចនះ តៃំលតចូបំផុតរបស់ f  គេឺសមើ ១។ 

212.  មលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើង ចសនមតថ a b c≥ ≥  ។ ដេូចនះ 2 2 2a b c≥ ≥  នងិ 

ab ac bc≥ ≥  ។  

មវសិមភពតេំរៀប េយើងទញបន 
3 3 3 2 2 2a b c a a b b c c+ + = + +  2 2 2a b b c c a≥ + +  
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នងិ ( ) ( ) ( )2 2 2a b b c c a ab a ac c bc b+ + = + +  ( ) ( ) ( ) 3ab c ac b bc a abc≥ + + =  

213.  េគេ យ 1n ≥  ។ មវសិមភពតេំរៀប េយើងមន 
2

1

n
k

k

a

k=
∑  មនតៃំលតចូបំផុត េពល 

1 2 ... na a a≤ ≤ ≤  ។ 

េនកនងុលកខខណ្ឌ ែបបេនះ ( 1 2 ... na a a≤ ≤ ≤ ) េហើយ េ យ រ 1 2, ,..., na a a  ជចំននួគត់វជិជមន 

ែដលខុសគន ពរីៗ េនះ េយើងទញបន ia i≥  ចំេពះ្រគប់ i ។ 

ដេូចនះ េយើងទញបន 

 
2

1 1

1
n n

k

k k

a

kk= =
≥∑ ∑

 
214.  រេបៀបទមួីយ៖ េយើងេរៀប ia  មលំ ប់មួយែដល ( ) ( ) ( )1 2 ...k k k na a a≤ ≤ ≤ ។ ដេូចនះ 

   ( ) ( ) ( )1 2

1 1 1
....

k k k na a a
≥ ≥ ≥

  
ដេូចនះ មវសិមភពតេំរៀប េយើងទញបន 

 

2 2 2 2
1 2 1 2 2 2

1 2
2 3 1 2 3 1

1 1 1
... ...n n

n
n

a a a a
a a a

a a a a a a a
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟+ + + + = + + +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
1 2

1 2

1 1 1
...

k k k n
k k k n

a a a
a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟≥ + + +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 

 1 2 ... na a a= + + +  
រេបៀបទពីរី 

ចំេពះ្រគប់ { }1,2,...,i n∈  េយើងមន 
2

1
1

2i
i i

i

a
a a

a +
+

+ ≥  ។ 

⇒  
2

1
11 1 1

2
n n n

i
i i

ii i i

a
a a

a +
+= = =

+ ≥∑ ∑ ∑  

េ យយក 1 1na a+ =  ⇒ 1
1 1

n n

i i
i i

a a+
= =

=∑ ∑   

⇒  
2

11 1

n n
i

i
ii i

a
a

a += =
≥∑ ∑

 
 

215.  េយើងមន 
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. .

.   

.  

                                           1  

េយើងមន  
         2  

េ្រពះ មវសិមភពតេំរៀប នងិេ យ រ(២)មនលកខណៈសីុេម្រទីេធៀបនងឹ , ,  ែដលេយើង ច

សនមតថ  បន េនះ 
; 

 
េនះេ យយក ; ;  េយើងទញបន 

 
ពតិ។ ដេូចនះវសិមភព(១)េទជ 

 

   

216.  មវសិមភពតេំរៀប េយើងមន 

 1 1 2 2 1 1 2 2.. ..n n n na b a b a b a b a b a b+ + + = + + +  
1 1 2 2 1 2 2 3 1.. ..n n na b a b a b a b a b a b+ + + ≥ + + +  

... 
1 1 2 2 1 2 1 1.. ..n n n n na b a b a b a b a b a b −+ + + ≥ + + +  

បូកអងគនងឹអងគ េយើងទញបន 

 ( )1 1 2 2 .. n nn a b a b a b+ + +  

   ( )( )1 2 1 2... ...n na a a b b b≥ + + + + + +  
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ដេូចនះវសិមភពពតិ។ 

្រ យបញជ ក់ដចូគន ករណីស្វុីត ( )nb េរៀប មលំ ប់្រចសមកវញិ។ 

217.  វធិទី១ី 

មលកខណៈសីុេម្រទី េយើង ចសនមតថ a b c≥ ≥  ។ 

⇒  1 1 1

a b a c b c
≤ ≤

+ + +
 

មវសិមភព េឆបី៊សិវ េយើងទញបន 

 

1 1 1
. .

a b c
a b c

b c c a a b b c c a a b
+ + = + +

+ + + + + +  

 
( )1 1 1 1

3
a b c

b c a c a b

⎛ ⎞⎟⎜≥ + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ + +  

 
( ) ( ) ( )1 1 1 1

6
b c a c a b

b c a c a b

⎛ ⎞⎟⎜⎡ ⎤= + + + + + + + ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎟⎜⎝ ⎠+ + +  

 
( )( )( )3 31 1 1 1

3 .3
6

b c a c a b
b c a c a b

≥ + + +
+ + +  

 
3

2
=

  ពតិ 

វធិទី២ី 

មលកខណៈសីុេម្រទី េយើង ចសនមតថ a b c≥ ≥  ។ ⇒  1 1 1

a b a c b c
≤ ≤

+ + +
 

មវសិមភពតេំរៀប េយើងទញបន 

 

1 1 1
. .

a b c
a b c

b c c a a b b c c a a b
+ + = + +

+ + + + + +  

    

1 1 1
a b c
c a a b b c

≥ + +
+ + +  

នងិ 

a b c
b c c a a b

+ +
+ + +

1 1 1
a b c
a b b c a c

≥ + +
+ + +  

បូកអងគនងឹអងគ េយើងទញបន 

 
2
a b c

b c c a a b

⎛ ⎞⎟⎜ + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ + +  1 1 1
a b c
c a a b b c

≥ + +
+ + +

 

1 1 1
a b c
a b b c a c

+ + +
+ + +  

3=  
⇒  វសិមភពពតិ។ 

វធិទី៣ី 
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វសិមភពេនះសមមូលនងឹ 

 
( )( ) ( )( )( )

cyclic

2 3a a b a c a b b c c a+ + ≥ + + +∑
 

⇔  3 2

sym sym

a a b≥∑ ∑  

 

218.  ង  
3 3 3 3a b c d

S
b c d c d a d a b a b c

= + + +
+ + + + + + + +

  

 , , ,x b c d y c d a z d a b t a b c= + + = + + = + + = + +  
េ យផលបូក S  មនលកខណៈសីុេម្រទីេធៀបនងឹ , , ,a b c d  េនះ េយើង ចសនមតថ a b c d≥ ≥ ≥

។  

⇒  n n n na b c d≥ ≥ ≥  ចំេពះ្រគប់ *n ∈  នងិ 1 1 1 1

x y z t
≥ ≥ ≥  ។ 

មវសិមភពតេំរៀប េយើងមន 2 2 2 2 1a b c d ab bc cd da+ + + ≥ + + + = ។ 

មវសិមភពេឆបី៊សិវ េយើងមន 

 

3 3 3 31 1 1 1
S a b c d

x y z t
= + + +

 

   
( )3 3 3 31 1 1 1 1

4
a b c d

x y z t

⎛ ⎞⎟⎜≥ + + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

នងិ 
( ) ( )( )3 3 3 3 2 2 2 21

4
a b c d a b c d a b c d+ + + ≥ + + + + + +

 

 
( )( ) ( )1 1
1

4 4
a b c d a b c d≥ + + + = + + +

 

េយើងមន ( )3x y z t a b c d+ + + = + + +
 

⇒  ( )1 1 1 1 1

16
S a b c d

x y z t

⎛ ⎞⎟⎜≥ + + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 

 
( )1 1 1 1 1 16 1

48 48 3
x y z t

x y z t

⎛ ⎞⎟⎜≥ + + + + + + ≥ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
219.  មលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើង ចសនមតថ a b c≥ ≥ ។ ដេូចនះ n n na b c≥ ≥  ចំេពះ្រគប់ 

*n ∈  នងិ 1 1 1

b c c a a b
≥ ≥

+ + +
 ។ 

មវសិមភពតេំរៀប េយើងមន 

 

n n n n n na b c a b c

b c c a a b a b b c c a
+ + ≥ + +

+ + + + + +  
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នងិ 

n n n n n na b c a b c

b c c a a b c a a b b c
+ + ≥ + +

+ + + + + +  

បូកអងគនងិអងគ េយើងទញបន 

 

1

2

n n n n n n n n na b c a b b c c a

b c c a a b a b b c c a

⎛ ⎞+ + + ⎟⎜ ⎟⎜+ + ≥ + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠ 
មវសិមភពេឆបី៊សិវ  

 
( )( )1 11

2
n n n na b a b a b− −+ ≥ + +

 

⇒  ( )1 11

2

n n
n na b
a b

a b
− −+

≥ +
+

 

ដចូគន  
( )1 11

2

n n
n nb c
b c

b c
− −+

≥ +
+  

 
( )1 11

2

n n
n nc a
c a

c a
− −+

≥ +
+  

⇒  
1 1 1

2

n n n n n na b c a b c

b c c a a b

− − −+ +
+ + ≥

+ + +
 

220.  មលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើង ចសនមតថ x y z≤ ≤ ។ ដេូចនះ  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1

1 1 1 1 1 1y z z x x y
≤ ≤

+ + + + + +  
មវសិមភពេឆបី៊សិវ េយើងទញបន 

( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3 3

1 1 1 1 1 1

x y z

y z z x x y
+ + ≥

+ + + + + +  

( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3 3 1 1 1

3 1 1 1 1 1 1

x y z

y z z x x y

⎡ ⎤+ + ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

( )( )( )
3 3 3 3

3 1 1 1

x y z x y z

y z x

+ + + + +
=

+ + +  

ង 
3

x y z
a

+ +
=  ។ មវសិមភពរ ងតៃំលមធយម េយើងមន  

33 3 3
3

3 3

x y z x y z
a

⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜≥ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

( )
1
33 3 3a x y z xyz= + + ≥ =  

( )( )( )
( ) ( ) ( ) 31 1 1

1 1 1
3

x y z
y z x

⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥+ + + ≤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  
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( )31 a= +  
ដេូចនះ 

( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3 3

1 1 1 1 1 1

x y z

y z z x x y
+ + ≥

+ + + + + +

( )
3

3

6

1
a

a+
  

ដេូចនះ េយើង្រតវូបង្ហ ញថ 
( )
3

3

6 3

41
a

a
≥

+
 

េ យ 1a ≥  េនះ ( )
( )

3 3

3

1 6
6 1

1 1

a
f a

a a

⎛ ⎞⎟⎜= − =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ +
 ជអនគុមនេ៍កើន ច់ខតេលើសំណំុ 

+ ។ េយើងមន ( ) ( ) 3
1

4
f a f≥ =  ដេូចនះវសិមភពពតិ។ 

221.  ចំេពះ្រគប់ចំននួពតិ មិនអវជិជមន េគមន 

 ( )21 2 0a a− ≥  ⇒ 1 2
1 22

a a
a a

+
≥  

ដេូចនះ វសិមភពខងេលើពតិ ចំេពះ 2n = ។ សនមតថ វសិមភពខងេលើពតិ រហូតដល់ 12 ,kn −=

2k > ។ ដេូចនះ  

  

11
1

1 2 22 1 2 2 1

...
...

2

kk
k k

a a a
a a a

−−
− −

+ + +
≤

 

ង  

11 2 2
1 1

...

2

k

k

a a a
x

−

−
+ + +

=
 

  

12 1 2
2 1

...

2

k k

k

a a
x

− +
−

+ +
=

 

េយើងមន  
1 2

1 22
x x

x x
+

≥
 

⇒

111 2 2 1 22
1 1

......

2 2
2

k kk

k k

a aa a a −− +
− −

+ ++ + +
+

111 2 2 1 22
1 1

......

2 2

k kk

k k

a aa a a −− +
− −

+ ++ + + ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟⎜⎜≥ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
 

⇒ 
1 2 2 2 1 2 2

...
...

2

k k
kk

a a a
a a a

+ + +
≥

 
ដេូចនះ វសិមភពពតិចំេពះ ្រគប់ 2 , 1kn k= ≥ ។ ឥលូវសនមតថ 12 2k kn− < < ។ ង 

 1 1 2 2, ,..., n ny a y a y a= = =  

 
1 2

1 2 2
...

... k
n

n n
a a a

y y y
n+ +

+ + +
= = = =

  

 
1 ... na a

A
n

+ +
=
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 1...n nG a a=  
េយើងមន  

  
1 2 2 1 2

...
...

2

k k
kk

y y
y y

+ +
≥

 

 ⇒ 

( ) 1 2
1 2

...
... 2

2

nk
n

k

a a a
a a a n

n
+ + +

+ + + + −

 

   
( )21 22

1
...

...
k

k n
n

n
a a a

a a
n

−+ + +
≥

 

 ⇒ 

( ) 2 22

2

k k
k

n n
k

nA n A
G A −+ −

≥
 

 ⇒ 
/2 1 /2k kn nA G A −≥  

 ⇒ 
/2 /2k kn nA G≥  

 ⇒ A G≥  

 ⇒ 
1 2

1 2
...

... nn n
a a a

a a a
n

+ + +
≤

 
222.  ង , ,   , , 0  វសិមភពែដលេ យសមមូលនងឹ 

6  
វសិមភពេនះពតិ េ យេ្របើវសិមភពមធយមនព្វន្តមធយមធរណីម្រត សំ ប់ 

, , , , ,  ។ 

223.  េយើងមន 

! / 1.2. …
1 2

2
1

2
1
3

1
2

1
6 

224.  មវសិមភពកូសីុ 
8 2 3 3  
8 3 2 3  
8 3 3 2  

បូកវសិមភពអស់េនះបញចូលគន  េហើយែចកនងឹ 3  េយើងទញបនវសិមភពែដលចង់បន។ 

225.  មវសិមភពកូសីុ 
1 …  
1 …  

…     … 
1 …  

បូកវសិមភពទំងអស់បញចូលគន  បនទ ប់មកែចកនងឹ 1  េយើងទញបនវសិមភពែដល្រតវូ

្រ យបញជ ក់។ 

226.  មវសិមភពកូសីុ 

1

11

n n n

i i
ii

x n x
==

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜≥ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏  នងិ 
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1

1
11

1

1 1 1
n n n

i iii n n

i
i

n n
x x

x

==

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜≥ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∏

∏
 

⇒    2

1 1

1
n n

i
ii i

x n
x= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ≥⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  

227.  មលកខណៈសីុេម្រទ ីេយើង ចសនមតថ x y z≤ ≤  ។  

ង ( ) ( )2 2 2, , 2f x y z x y z x y z xy yz zx= + + + + + − + +  

េយើងមន 

 
( ) ( ), , , ,f x y z f x yz yz−

 ( )2 2 2 2 4y z y z xy yz zx yz x yz= + + + − + + − +  

 
( ) ( ) ( )2 22

2y z y z x y z= − + − − −
 

 
( ) ( )2 2

1 2y z y z x
⎛ ⎞⎟⎜= − + + − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ 

 ( ) ( )2
2 1 2y z y z x yz= − + − + +

 
េ យ x y z≤ ≤  េនះ 2 0y z x+ − ≥  ។  

⇒  ( ) ( ), , , , 0f x y z f x yz yz− ≥  េហើយអងគទំង២េសមើគន  លុះ្រ ែត y z= ។ 

ង a x=  នងិ b yz= ។ ដេូចនះ , 0a b >  នងិ 2 1ab = ។ 

េយើងមន  ( ) 2, , 2 4f a b b a a b ab= + + −  

4 2

1 1 4
2b

bb b
= + + −

 

( )5 3 2
4

1
2 4 1b b b

b
= − + +

 

( ) ( )2 3 2
4

1
1 2 4 2 1b b b b

b
= − + + +

 
0≥  េសមើគន  លុះ្រ ែត 1b =    

ដេូចនះ ( ) ( ), , , , 0f x y z f a b b≥ ≥  េហើយេសមើគន  លុះ្រ ែត , 1, 1y z b xyz= = =  ⇒  

1x y z= = = ។  

228.  មវសិមភពកូសីុ 

2 2 2 2a b c d ab ac ad bc bd cd+ + + + + + + + +  
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 ( ) ( )
1 1

2 2 2 2 5 5 5 510 1010 . . . . . 10 10a b c d abacad bcbd cd a b c d≥ = =
 

អងគទំង២េសមើគន  េពល 1a b c d= = = =  ។ 

229.  េយើងមន 

 ( )3 3 3 3 6a b c a b c abc+ + = + + +  

   ( )2 2 2 2 2 23 a b a c b a b c c a c b+ + + + + +
 

   ( )1/63 3 3 6 6 66 3 6a b c abc a b c≥ + + + + ×
 ( មវសិមភពកូសុី) 

   
3 3 3 24a b c abc= + + +  

230.  េបើអងគខង ្ត ៃំនវសិមភព អវជិជមន រ ឺសូនយ េនះវសិមភពជវសិមភព ច់ខត។ េ្រកពី

េនះ េយើងសនមតថ ( )max , ,a a b c= ។ ដេូចនះ a b c+ −  នងិ c a b+ −  វជិជមន ច់ខត។ ដេូចនះ

ក ្ត ទបីីកវ៏ជិជមនែដរ។ ដេូចនះ , ,a b c  ជរង្វ ស់្រជុងៃន្រតេីកណ។ ដេូចនះ េយើង ង 

 , ,a b c x b c a y c a b z+ − = + − = + − =  

មននយ័ថ , , 0x y z >  េហើយ , ,
2 2 2

x z y x z y
a b c

+ + +
= = = ។ 

វសិមភពេទជ 

 ( )( )( ) 8x z y x z y xyz+ + + ≥  
មវសិមភពកូសីុ េយើងទញបន 

 ( )( )( ) 2 .2 .2 8x z y x z y xz yx zy xyz+ + + ≥ =  
អងគទំងពរីេសមើគន ទល់ែតនងិមនែត x y z= =  មននយ័ថ a b c= = ។ 

231.  មវសិមភពកូសីុ េយើងមន 

 
( ) ( )

1 1 1

1 1
n n n

k k k k
k k k

a a a a
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− = −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∏ ∏ ∏

 

   
( )

1 1

1 1
1

n nn n

k k
k k

a a
n n= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

 

   

( )
2

1
n

n

n

n

−
≤

 
232.  េយើងមន 

 

2
2 2 2

2 2

1 1 3

2 4

b
a b b a

a aa a

⎛ ⎞⎟⎜+ + + = + + +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

    2
2

3

4
a

a
≥ +  េសមើគន  លុះ្រ ែត  1

2
b

a
= −
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     មវសិមភពកូសីុ 

⇒  2 2
2

1
3

b
a b

aa
+ + + ≥   

េសមើគន  លុះ្រ ែត 4 3

4
a =  នងិ  ។ 

233.  មវសិមភពកូសីុ ចំេពះ 2n ≥  

 

( )
1

1
1

1 1 1
1 1 1

1 1
1

n n n
n

n n n

−
⎛ ⎞⎟⎜− + +⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎝ ⎠−⎟⎟⎜⎜ ⎟+ < = +⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠−⎜ ⎟⎝ ⎠  

⇒  1n nU U− <  

មយ៉ងវញិេទៀត 

 

1
1

1
1 1

1
1

1 1

n n n
n n

n n n

+
⎛ ⎞⎟⎜ − +⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎟⎜⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎟⎟⎜⎜ ⎟− < =⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ + +⎜ ⎟⎝ ⎠  

⇒  
1

1

1

n n
n n

n n

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎟ ⎟⎜ ⎜<⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠+
 ⇒  

1

1 1

n nV V−
<  

⇒  1n nV V −<  

234.  េយើង ង  

( ) 1 2 1
1 2

2 3 3 4 1 1 2

, , ..., ... n n
n

n

a a a a
f a a a

a a a a a a a a
−= + + + +

+ + + +  
កនងុសំេនរបនទ ប់មកេទៀតេនះ ចំេពះសនទស ន៍ ែដលធជំង n  មននយ័ថ េសមើនងឹតៃំលេនះដក 

n  េចញ។ 

េយើងសនមតថ ( )1 1 2max , , ..., na a a a= ។ ដេូចនះយក 1 1i =  ។ ង 2i  ជសនទស ន៍ ងេ យ

ចំននួធបំំផុតរ ង 2a  នងិ 3a  េហើយេបើ 2 3a a=  េនះេយើងយក 2 2i = ។ ដេូចនះ 2 1 2i i≤ + ។ 

េយើងបេងក ើតស្វុីត ( )ki មួយ េ យកេំនើនដចូតេទេនះ៖ 

េបើ េគបេងក ើតបន ki  រចួេហើយ េគ ង 1ki +  ជសនទស នៃ៍នចំននួធជំងេគរ ង 1ki
a +  នងិ 2ki

a +  

េ យ េបើ 1 2k ki ia a+ +=  យក 1 1k ki i+ = + ។ កនងុលកខខណ្ឌ េនះ 1 2k ki i+ ≤ + ។ 

េ យ 1 1i =  េនះ 1 1 2ki k+ ≤ +  ចំេពះ្រគប់ k ។ 

េ យ ( )1 1 1 2max , , ,n na a a a a+= =  េនះ េយើងមន r  ែដល 1 1ri n+ = + ។ ដេូចនះ 

1ri n= −  រ ឺ ri n= ។ ដេូចនះ ( )1 1 2 1rn i r− ≤ ≤ + − ។ 

⇒  
2

n
r ≥         (១) 

3
2
4

≥

1

2
b

a
= −
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ដេូចនះេយើងទញបន 

 ( )1 2, , , nf a a a  1 2

2 3 1
2 2 2

r

r

i i i

i i i

a a a

a a a
+

≥ + + +  (២) 

    

1 2

2 3 1

1

2
r

r

ri i i

i i i

a a ar

a a a
+

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  (វសិមភពកូសុី) 

    2 4

r n
= ≥

 

េដើមបីេ យ ( )1 2, , , 4n
n

f a a a =  េគ្រតវូែតមន (១) នងិ (២) ជសមភព។ ែតសមភព (២) នំ

េ យ r n=  ែតសមភពេនះ មិន្រតវូគន នងឹសមភព (១)។ ដេូចនះ  

( )1 2, , , 4n
n

f a a a >
 

 

235.  មវសិមភពកូសីុ ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន 

 ( )
1
32 1 1 3i i ia a a+ = + + ≥  

⇒  ( )

1
3

1 1

2 3 3
n n

n n
i i

i i

a a
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ ≥ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏ ∏  

236.  (១) េ យ ,  ជចំននួពតិវជិជមន េនះេគមន ,  ែដល 0 , 90° េហើយែដល 

tan ; tan  ។ វសិមភពេនះពតិ េបើ ។ ដេូចនះ េយើងសនមតថ  រ ឺសមមូលនងឹ 

 ។ ដេូចនះ 
√

cos ; 
√

cos  ។ េយើងមន 

1
cos cos sin sin

cos cos
cos
cos cos  

ដេូចនះវសិមភពសមមូលនងឹ 

cos cos 2
cos cos
cos                 

       cos cos 2 cos cos
4 cos cos
cos

 

 

េ យ 0 | | 90° េនះ 0 cos 1។ ដេូចនះ 2 cos cos  ។ 

ដេូចនះេយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

cos cos
2 cos cos
cos  
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  cos cos cos 2 cos cos  
  cos cos cos 2 4 cos cos  

  cos 2 cos cos 2 2 cos cos  
  cos cos cos  

ពតិ េ្រពះ 0 , 1 េយើងមន 0 ,  ដេូចនះ 0  នងិ cos 0 ។ 

(២)  េយើងបំែលងវសិមភព(*) ជ 

2 cos 2 cos 2 2
1/2 cos cos  

cos  

4 cos 2 cos 2 cos 2 cos cos  
1 cos 1 cos cos 2 cos cos  

ង cos  នងិ cos ។ ដេូចនះេយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 
1 1 2  

  0 1 1 2 1 1 2  
េ យ 1 ដេូចនះេយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 1 2 0 

េ យ 3 េនះ tan tan 3 រសឺមមូលនងឹ sin sin 3 cos cos  ។ នេំ យ 
1
2 cos cos

3
2 cos cos  
2   

េ យ 1 0 េនះ 1 1 2  ។ េយើងទញបន 1 2

1 2 2 2 0 ដចូែដលចង់បន។ 

 

237.    ចំេពះ្រគប់ i  ង 1

1i
i

a
x

=
+

។ ដេូចនះ 
1

0 1, i
i i

i

a
a x

a

−
< < =  នងិ 

1

1

1
n

i
i

a
+

=
=∑ ។  

⇒  
( )
1

1
1
1

1

1

1
n

in
i

i n
i

i
i

a

x

a

+

+
=

+
=

=

−

=
∏

∏
∏

 

មវសិមភពកូសីុ 

 
1

1
n

i k k
k ik i

a a n a
≠≠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− = ≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏  េ យអងគទំងពេីសមើគន េបើ ka  េសមើគន ទំងអស់។ ដេូចនះ 

 
( )

111
1

1 1 1

1
nnn

n
i k k

i k k n

a n a a
+

+

= ≠ ≠ +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜− ≥ ⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏ ∏

 

   

11
1

1

nn
n n

i
i

n a
+

+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏

 
1

1

1

n
n

i
i

n a
+

+

=
= ∏  
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⇒  
( )
1

1
1
1

1

1

1
n

in
i

i n
i

i
i

a

x

a

+

+
=

+
=

=

−

=
∏

∏
∏

1nn +≥  

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េបើនងិមនែត 1 2 1
1

1na a a
n+= = = =
+

 ⇒  

1 2 1nx x x n+= = = = ។ 

238.  ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ ,k j  ង ,
j k

k j
j

x

x
α +=  ែដលកនងុប ្ត សនទស នទំ៍ងអស់េនះ េបើ

សនទស ន៍ មួយ ធជំង n  េយើងជំនសួ េ យ តៃំលសមមូល ម n ។ ឧទហរណ៍ ( )1 n+  ជំនសួ

េ យ 1;(1 1modn n+ ≡ ) ( )2 n+  ជំនសួេ យ 2  ។ល។ 

 

ដេូចនះ ចំេពះ្រគប់ k  េយើងមន  

,
1

1
n

k j
j

α
=

=∏
1 2

,1 ,2 ,
1 2

... ....k k n k
k k k n

n

x x x

x x x
α α α + + += =  ។  

មវសិមភពកូសីុ 

( )
1

n
j j

jj

a s x

x=

−
∑

 

1

1

n

j k jn
k

jj

a x x

x

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
=

∑
∑

 

   1 1

1
n n

k
j

jj k

x
a

x= =

⎛ ⎛ ⎞⎞⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟= −⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎟⎜ ⎜⎝ ⎝ ⎠⎠
∑ ∑

 
1

,
1 1

n n

j k j
j k

a α
−

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

    

1

,
1 1

n n

j k j
j k

a α
−

= =
= ∑ ∑

 

    

1
1

11

n n n

j
jk

n a
−

==

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜≥ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏

 

    
( )

1

1

1
n n

j
j

n n a
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏

 
សមភពេកើតមន េពល 1 2 ... nx x x= = =  ។ ដេូចនះ ( ) ( )1C n n n= −  ។  
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239.    ឧបមថ 1 2, , ..., kn n n  ជចំននួបូ៊លកនងុ្របអប់ 1, 2, ...,k ។ េយើងមន 
1

k

i
i

n n
=

=∑ ។ ចំននួ

បន ំគូបូ៊លកនុង្របអប់ i  មនតៃំល 
2
in⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

។ ដេូចនះ ជសរបុេសមើនងឹ 
1
2

k
i

i

n

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  ែដលេយើងចង់េ យ តចិ

បំផុត។ 

េបើ មន ,i j  ែដល 2i jn n− ≥  េនះ េ យដកបូ៊លមួយេចញព្ីរបអប់េលខ i  េហើយយកេទ ក់

កនងុ្របអប់េលខ j  េយើងទញបន ចំននួគូបូ៊លថយចុះ  

1 1
1 0

2 22 2
i ij j

i j
n nn n

n n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜+ − − = − − >⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
បនទ ប់មកេទៀត េយើងបនថយចំននួគូបូ៊ល េ យេធ្វ ើយ៉ង េ យចំននួបូ៊លកនងុ្របអប់ពរីេផ ងគន  មន

ចំននួបូ៊លេ្រចើនជងគន មិនេលើសពមួីយេទ។ ដេូចនះ ្របអប់នមួិយមនបូ៊លចំននួ n
k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 រ ឺ 1
n

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 បូ៊ល។ 

240.  ង  1 1 1
1 1 1P
x y z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

( )1/3
1

q
xyz

=

 
⇒  1 1 1 1 1 1 1

1P
x y z xy yz zx xyz

= + + + + + + +  

មវសិមភពកូសីុ 

1 1 1
3q

x y z
+ + ≥

 

   

21 1 1
3q

xy yz zx
+ + ≥

 

   

3
3q

x y z
≥ =

+ +  

   

31
q

xyz
=

 
⇒  ( )32 31 3 3 1P q q q q≥ + + + = + ( )31 3 64≥ + =  

អងគទំង២េសមើគន  េពល 1

3
x y z= = =  ។ 

241.   សំេនើ 

ចំេពះ្រគប់ , 0a b >  េគមន 
2 2

2 2

1

3

a ab b

a ab b

− +
≥

+ +
 េហើយអងគទំង២េសមើគន  ទល់ែត a b= ។ 

សំ យបញជ ក់ 
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2 2

2 2

1

3

a ab b

a ab b

− +
≥

+ + ⇔  ( )2 2 2 23 a ab b a ab b− + ≥ + +  

     2 2 2a b ab+ ≥  ពតិ។ អងគទំង២េសមើគន  ទល់ែត

a b= ។ 

ង 

( )
9 9

1 2 6 3 3 6
1

, , ..., i j
n

i j n i i j j

x x
f x x x

x x x x≤ < ≤

+
=

+ +
∑

 នងិ  
3

i ia x=  ចំេពះ្រគប់ i  ។ 

េយើងមន 1 2... 1na a a =  េហើយ មសំេនើខងេលើ 

 

( )
3 3

1 2 2 2
1

, , ..., i j
n

i j n i i j j

x x
f x x x

a a a a≤ < ≤

+
=

+ +
∑

 

    
( )

2 2

2 2
1

i i j j
i j

i j n i i j j

a a a a
a a

a a a a≤ < ≤

⎡ ⎤− +⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

∑
 

    
( )

1

1

3 i j
i j n

a a
≤ < ≤

≥ +∑
 

    1

1

3

n

i
i

n
a

=

−
= ∑

 

    

( )
( )

1

1 2
1

...
3

nn
n n

a a a
−

≥
 

    

( )1
3

n n −
=

 

( )
( )

1 2

1
, , ...,

3n

n n
f x x x

−
≥   អងគទំង២េសមើគន  ទល់ែត 

1 2 ... 1nx x x= = = = ។ 

242.   ង ( ) 176
, , ,

27
f a b c d abc bcd cda dab abcd= + + + −   

( ) 176

27
bc a d ad b c bc

⎛ ⎞⎟⎜= + + + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
( ), , ,f a b c d  ជទំនក់ទំនងឆ្លុះ (េបើេគប្តូរគន  រ ង , , ,a b c d  េនះ f  េនដែដល)។ 

១) ករណី 

176
0

27
b c bc+ − ≤

 

មវសិមភពកូសីុ ( ) ( )
3
1 1

, , ,
3 27

f a b c d bc a d
⎛ ⎞⎟⎜≤ + ≤ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 ⇒ វសិមភពពតិ។ 
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២) ករណី  

176
0

27
b c bc+ − >

 

មវសិមភពកូសីុ 

  
( ) ( )

2
176

, , ,
2 27

a d
f a b c d bc a d b c bc

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎟ ⎟⎜ ⎜≤ + + + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

, , ,
2 2

a d a d
f b c
⎛ ⎞+ + ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

ដេូចនះ   
( ), , , , , ,

2 2

a d a d
f a b c d f b c

⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ 

    , , ,
2 2

a d a d
f b c
⎛ ⎞+ + ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 េ្រពះ f  ជអនគុមនសីុ៍េម្រទី 

    
, , ,

2 2 2 2

b c a d a d b c
f
⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

    
, , ,

2 2 2 2

a d b c a d b c
f
⎛ ⎞+ + + + ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

    

1 1
, , ,
4 2 2 4

b c a d
f
⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ 

    

1 1
, , ,

2 4 4 2

b c a d
f
⎛ ⎞+ + ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

    

1 1 1 1
, , ,
4 4 4 4

f
⎛ ⎞⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠ 1

27
=  ⇒ វសិមភពពតិ។ 

243.   ង ( )
0

n
i

i
i

P X a X
=

= ∑  េ យ 0ia ≥  ចំេពះ i n<  នងិ 0na >  ។ េយើងមន 

1 2, , .., 0nx x x > ។  

ង 1 1nx x+ = ។ 

េបើ 1n =  អងគទំង២ៃនវសិមភព េសមើគន ។ 

េបើ 2n ≥  េយើងមន ( )2 2 2

0

2
n

i i j
i i j

i i j

P X a X a a X +

= <
= +∑ ∑  ។ 

ចំេពះ *p ∈  ង 1

1

1
pn

k
p

kk

x
S

n x
+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  ។ 

មវសិមភពកូសីុ 

1

1

1

1
p nn

k
p

kk

x
S

x
+

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜≥ =⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
∏
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ែតថ 

12

1

1
n

k

kk

x
P

n x
+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

2
2

0

2
n

i i i j i j
i i j

a S a a S +
= <

= +∑ ∑  

    
( )2 2

0

2 1
n

i i j
i i j

a a a P
= <

≥ + =∑ ∑
 

⇒  ( )12 2

1

1
n

k

kk

x
P nP

x
+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  េសមើគន  លុះ្រ ែត 1 2 ... nx x x= = = ។ 

244.   ង ( ){ }*
1 2 1 2, , , / 1n

n nE a a a a a a+= ∈ + + + =… …  នងិ f  ជអនគុមន៍

មួយ កនំត់េលើ E  េ យ 

 ( )1 2, , , nf a a a… ( ) ( )2
1 2

1 1

1 , , ,
nn

k k n
k k

n n a P a a a
= =

= − + ∑∏ …  

ែដល 
( )1 2

1

1
, , ,

n

k n i
k i

P a a a a
a =

= ∏
។ 

េបើ សិនជ្រគប់ ia  សទុធែតខុសគន ទំងអស់ េនះេគមនពរីកនងុចំេនមេនះ ឧទហរណ៍ 1 2,a a  ែដល 

1 2a m a< <  ែដល 1 2 1na a a
m

n n

+ + +
= = ។ 

េយើងមន 

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , nf a a a a a A a a B= + +  

ែដល 3

n

i
i

A a
=

= ∏
 នងិ 

( )
( )1 22

1 23 3

, , ,
1

nn
i n

i
i i

P a a a
B n n a

a a= =
= − + ∑∏

 

(េបើ 2n =  េយើង ង ( )21; 1A B n n= = − )។ េយើងទញបន 

 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n nf m a a m a f a a a+ − −  ( )( )1 2 1 2B m a a m a a= + − −  

        ( )( )1 2 0B m a a m= − − >  

ដចូគន  េយើងទញបន ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , , ,n nf m a a m a f m m a f m m m+ − < < <

។ 

ដេូចនះ ( ) ( )1 2, , , , , ,nf a a a f m m m≤  េ យអងគទំងពរីេសមើគន េពល 

1 2 na a a m= = = = ។ 

ែត 
1

m
n

=
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⇒  ( )
( )2 3

1

1 1
, , , .

n n n

n n n
f m m m n

n n n−

−
= + = ។ 

⇒  ( )2
3
1 2 1

1 1 1
. 1

n

n
n kk

n n
a a a an −

=
≥ − + ∑  

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

na a a
n

= = = = ។  

245.   ង S  ជែស្វ៊រ មនផចតិ O  នងិ ក ំ 1R = ។ ង 1 2 3 4, , ,A A A A  ជប ្ត ចំនចុសថិតេលើ 

S ។ េយើងមន 

 

1
6

2 21

6i j i j
i j i j

AA AA
< <

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ≤⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑∏

 

⇔  
3

2
3

1

6
i j i j

i j i j

AA AA
< <

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑∏  

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េពល i jA A  មនតៃំលេថរ។  

ម៉យងវញិេទៀត 

 

2
i j

i j

AA
<
∑

 
( )2 2 2i j i j

i j

OA OA OA OA
<

= + −∑ i
 

   

212 2 i j
i j

R OA OA
<

= − ∑ i
 

េហើយ 

 

24

1
i

i

OA
=
∑

 

4 4

1 1
i i

i i

OA OA
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑i

 

   

4
2

1

2 .i i j
i i j

OA OA OA
= <

= +∑ ∑
 

   

24 2 .i j
i j

R OA OA
<

= + ∑
 

⇒  2 .i j
i j

OA OA
<

− ∑  

24
2 2

1

4 4i
i

R OA R
=

= − ≤∑   អងគទំងពរីេសមើគន  េពល 

4

1

0
i

OA
=

=∑  មននយ័ថ O  ជអីុសបូរសីង់របស់ iA ។ ដេូចនះ 

 

2 216i j
i j

AA R
<

≤∑
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⇒  ( )
932 6

3 3

1 2
16

6 3
i j

i j

AA R R
<

≤ =∏  េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េពល O  ជអីុសូបរសីង់

របស់ iA  េហើយ ប ្ត ចំងយ i jA A  េសមើគន ទំងអស់ េបើ i j≠ ។ លកខខណ្ឌ ចុងេ្រកយេនះ មននយ័

ថ 1 2 3 4AA A A  ជចតមុុខនយ័ិត ដេូចនះនេំ យO  ជអីុសបូរសីង់របស់ iA ។ ដេូចនះ 
9
6

3

2

3
i j

i j

AA R
<

≤∏
  

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  ករណី 1 2 3 4AA A A  ជចតមុុខនយ័ិត។ 

 

246.   ង ( )0 1 21 ... na a a a= − + + +  ។ េយើងមន  

0 0a >   

0

1
n

k
k

a
=

=∑
 

( )
( )( )( ) ( )

( )

1 2 1 2 0

1 2 1 2

0

.... 1 ...

... 1 1 ... 1
1

n

k
n n k

n
n n

k
k

a
a a a a a a

a a a a a a
a

=

=

− − − −
=

+ + + − − −
−

∏

∏
 

មវសិមភពកូសីុេយើងមន 

 0

1
n

i k i
k

a a a
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ 1

n
k k

k ik i

a n a
≠≠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∏  

⇒  ( )

1 1 1

1

0 0 1

1 ...
n n n n

n
k k k k

k k k k n

a n a a a+

= ≠ ≠ ≠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜− ≥ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏ ∏ ∏  

   1

0

n
n

k
k

n a+

=
= ∏  េ្រពះ ia  នមួិយៗមនn ដង។ 

⇒  

( )

0
1

0

1

1

n

k
k
n n

k
k

a

n
a

=
+

=

≤

−

∏

∏
 ពតិ។ 

សមភពេកើតមន េពល 
0 1

1
...

1na a a
n

= = = =
+ ។ 

247.   មសមមតកិមម ;  នងិ ;  ជកូអរេ េនៃនចំនចុសថិតេលើរង្វង់ករំង្វ ស់  មនផចតិេន

្រតង់គល់តរំយុ។ ដេូចនះ cos ;   sin ; cos ; sin   ។ដេូចនះ 
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2 cos sin cos sin cos cos sin sin  

2 √2 sin
4

sin
4

cos  

2 2√2 √2  
 

អងគទំងពរីេសមើគន េពល  មននយ័ថ √  ។ 

 

248.   រេបៀបទ១ី 

ង 1 , 1 , 1a x b y c z= = =  េយើងទញបន 1xyz = ។ វសិមភពសមមូលនងឹ 

 

2 2 2 3
2

x y z
y z z x x y

+ + ≥
+ + +  

មវសិមភពកូសីុ ្វ ត  

 
( ) ( ) ( )

2 2 2x y z
y z z x x y

y z z x x y

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎜+ + + + + + + ⎟⎜⎣ ⎦ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠  

( )2x y z≥ + +  

⇒  
2 2 2

2
x y z x y z
y z z x x y

+ +
+ + ≥

+ + +
 

មវសិមភពកូសីុ 

 

( )1 33 3

2 2 2

xyzx y z+ +
≥ =

 
រេបៀបទ២ី 

វសិមភពសមមូលនងឹ 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 4 3

1 1 1 3

2a b c b c a c a b abc
+ + ≥

+ + +
 

ង 
3 3 3, ,a x b y c z= = =  ែដល , , 0x y z >  េនះ 

 ( )9 3 3 4 4 4
cyclic

1 3

2x y z x y z
≥

+
∑

 
⇔  12 12 12 9 3 9 9 6

sym sym sym

2x y x y z x y z+ +∑ ∑ ∑  

11 8 5 8 8 8

sym

3 6x y z x y z≥ +∑
 

⇔  12 12 11 8 5

sym sym

x y x y z
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ 12 9 3 11 8 5

sym sym

2 x y z x y z
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑  
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9 9 6 8 8 8

sym sym

0x y z x y z
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ − ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 
តនួមួិយៗេនអងគខងេឆ្វងសុទធែតមិនអវជិជមន មវសិមភពមួរែហ៊ដ។ 

249.   រេបៀបទ១ី 

េយើង ង 

 
2 2 2

, ,
8 8 8

a b c
x y z

a bc b ca c ab
= = =

+ + +  
េយើងេឃើញថ ( ), , 0,1x y z ∈ ។ េយើង្រតូវបង្ហ ញថ 1x y z+ + ≥ ។ េយើងមន 
2 2 2 2 2 2

2 2 2
, ,

8 8 81 1 1

a x b y c z
bc ac abx y z

= = =
− − −  

⇒  
2 2 2

2 2 2

1
512 1 1 1

x y z

x y z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜= ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

េយើង្រតវូបង្ហ ញថ 1x y z+ + ≥  ែដល 0 , , 1x y z< <  នងិ 

  ( )( )( ) ( )22 2 21 1 1 512x y z xyz− − − =
 

ឧបមថ 1 x y z> + + ។ មវសិមភពកូសុី 

 ( )( )( )2 2 21 1 1x y z− − −
 

 
( ) ( ) ( )2 2 22 2 2x y z x x y z y x y z z
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤> + + − + + − + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 ( )( )( )( )x x y z y z x y y z z x= + + + + + + + + × 

  ( )( )x y z z x y+ + + +  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 4 1 4 1 41 2 1 2 1 22 2 24 .2 .4 .2 .4 .2x yz yz y zx zx z xy xy≥

 

 ( )2512 xyz=   ផទុយពលីកខខណ្ឌ ។ 

រេបៀបទ២ី 

េយើងជំនសួ  

, ,
a b c

x y z
a b c a b c a b c

= = =
+ + + + + +  

វសិមភពេទជ 

 ( ) ( ) ( )2 2 28 8 8 1xf x yz yf y zx zf z xy+ + + + + ≥
 

ែដល ( ) 1f t t= ។ ្រតង់េនះ េយើងនរ័ម៉ល់វសិមភពេ យ 1x y z+ + = ។ 

េ យ f  ជអនគុមនផ៍តេលើ +  េហើយ 1x y z+ + =  េនះេ យេ្របើវសិមភពយិនសិន េយើង

ទញបន 
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 ( ) ( ) ( )2 2 28 8 8xf x yz yf y zx zf z xy+ + + + + ≥
 

( ) ( ) ( )( )2 2 28 8 8f x x yz y y zx z z xy+ + + + +
 

េយើងមន ( )1 1f = ។ េ យអនគុមន ៍ f  ចុះ ច់ខត េនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 ( ) ( ) ( )2 2 21 8 8 8x x yz y y zx z z xy≥ + + + + +
 

េ យ  1x y z+ + =  េនះ េយើងេធ្វ ើេ យវសិមភពេនះអូមូ៉ែសន ជ 

( )3x y z+ + ≥   
( ) ( ) ( )2 2 28 8 8x x yz y y zx z z xy+ + + + +

 
⇔  ( ) ( ) ( )2 2 2

3 0x y z y z x z x y
⎡ ⎤− + − + − ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 ពតិ។ 

រេបៀបទ៣ី 

េពលេនះ េយើងនរ័ម៉ល់វសិមភពេ យ 1xyz =  ម្តង។ 

ង 
2 2 2
, ,

bc ca ab
x y z

a b c
= = =   េនះ 1xyz = ។ វសិមភពសមមូលនងឹ 

 

1 1 1
1

1 8 1 8 1 8x y z
+ + ≥

+ + +
 

⇔  ( )( ) ( )( )( )
cyclic

1 8 1 8 1 8 1 8 1 8x y x y z+ + ≥ + + +∑  

⇔  ( ) ( )( )( )
cyclic

8 2 1 8 1 8 1 8 1 8x y z x y z x+ + + + + + +∑  

510≥  (*) 

េ យ 1xyz =  េនះ មវសិមភពកូសុី 

 3x y z+ + ≥  

 ( )( )( ) 8 9 8 9 8 9
1 8 1 8 1 8 9 .9 .9 729x y z x y z+ + + ≥ =  

 
( )4 278 9

cyclic cyclic

1 8 9 9 9x x xyz+ ≥ ≥ =∑ ∑
 

⇒  (*) ពតិ។ 

250.   ង tan , tan , tan  ែដល , ,  ។ េនះ 1

1 cos⁄ , 1 1 cos⁄ , 1 1 cos⁄   ។ គុណអងគទំងពរីៃនវសិមភពេ យ 

cos cos cos   េយើងទញបន 
1 cos cos cos 1 

 

េយើងមន 
cos cos cos sin sin cos sin sin cos  

sin sin  
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នងិ 
1 cos cos cos sin sin cos cos cos cos  

cos cos   
 

ដេូចនះេយើងទញបន 
1 cos cos cos sin sin cos cos  

cos 1  
 

251.   រេបៀបទ១ី 

ង ( ), , 2f x y z xy yz zx xyz= + + − ។ េយើង ចសនមតថ 

0 1x y z≤ ≤ ≤ ≤  

េ យ 1x y z+ + =  េនះ 1
3

x ≤ ។ ដេូចនះ 

 ( ) ( ), , 1 3 0f x y z x yz xyz zx xy= − + + + ≥  
មវសិមភពកូសីុ េយើងទញបន 

 

2 2
1

2 2
y z x

yz
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎟ ⎟⎜ ⎜≤ =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

េ យ 1 2 0x− ≥  េនះ 

 ( ) ( ) ( ), , 1 2f x y z x y z yz x= + + −  

( ) ( )
2

1
1 1 2

2
x

x x x
⎛ ⎞− ⎟⎜≤ − + −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  

3 22 1
4

x x− + +
=

 
បនទ ប់មកេទៀត េយើង្រតវូរកតៃំលធបំំផុតរបស់អនគុមនមួ៍យអេថរ 

( ) ( )3 21
2 1

4
F x x x= − + +

 ែដល 1
0,
3

x
⎡ ⎤
⎢ ⎥∈
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

េយើងមន 
( ) 3 1

0
2 3

F x x x
⎛ ⎞⎟⎜′ = − ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  េលើ

1
0,
3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  េយើងទញបន 

   
( ) 1 7

3 27
F x F

⎛ ⎞⎟⎜≤ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  ចំេពះ្រគប់ 

1
0,
3

x
⎡ ⎤
⎢ ⎥∈
⎢ ⎥⎣ ⎦ ។ 

រេបៀបទី២ 

េយើងបំែលងវសិមភពេទជអូមូ៉ែសន េ យ 
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( )( ) ( )37

0 2
27

xy yz zx x y z xyz x y z≤ + + + + − ≤ + +
 

វសិមភពខងេឆ្វងសមមូលនងឹ 

 

2

sym

0 xyz x y≤ + ∑
 ពតិ 

វសិមភពខង ្ត សំមមូលនងឹ 

 

3 2

cyclic sym

7 15 6 0x xyz x y+ − ≥∑ ∑
 

េ យ 

 

3 2

cyclic sym

7 15 6x xyz x y+ −∑ ∑
 

3 2

cyclic sym

2 x x y
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ 3 2

cyclic sym

5 3xyz x x y
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑
 

ដេូចនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

   

3 2

cyclic sym

2 x x y≥∑ ∑
 នងិ 

3 2

cyclic sym

3xyz x x y+ ≥∑ ∑
 

បនេហើយ។ េយើងមន 

 
( ) ( )3 2 3 3 2 2

cyclic sym cyclic cyclic

2 x x y x y x y xy− = + − +∑ ∑ ∑ ∑
 

    
( )3 3 2 2

cyclic

0x y x y xy= + − − ≥∑
 

    
( ) ( )( )2 2

cyclic

x x y y x y= − − −∑
 

    
( ) ( )2

cyclic

0x y x y= − + ≥∑
 

វសិមភពទ២ី សមមូលនងឹ 

 ( )( )
cyclic

0x x y x z− − ≥∑  ពតិ មវសិមភពឈួរករណី 1r = ។ 

252. េយើងមន 

1 1 1 2  

1 1 1 1 

3 1 
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3 1 

2 1 

2 3 1 

2 2 

2 1  

253. ង ⁄ ; ⁄  ។ ដេូចនះ ⁄ ⁄ ; ⁄ ⁄  ។ េយើងមន 
1 1

4       1  
1 1 1

 

លកខខណ្ឌ  , , ,  ជចំននួពតិខុសគន  នេំ យ 1; ; 1 ។  
េបើ 0; 0 េនះ  

1
2; 

1
2 

(1) នេំ យ 1⁄ 2; 1⁄ 2   1 ផទុយពសីមមតកិមម។ ដេូចនះ្រតវូមនមួយ

កនងុចំេនម ;  ជចំននួអវជិជមន សនមតថ 0 ។ ដេូចនះ 
1

2 

1
1

6; 
1 1

12 

សញញ េសមើេកើតមនេពល 1; 1⁄ 6 3 2√2 ។ 
យក 1; 1 1 ។ យក 3 2√2 េយើងទញបន 

3 2√2 3 2√2 

1  3 2√2 

ដេូចនះតៃំលធបំំផុតេសមើ 12 ។ តៃំលធបំំផុតេនះេកើតមន ឧទហរណ៍េន្រតង់ចំនចុ 
3 2√2; 3 2√2; 1; 1 
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254.  សនមតថ  ។ េយើងមន   2 2  1 ។  
2 2 2  

4 2 2  
2 2 1 1 1 4 2 2  

 

ដេូចនះ 2 2 2 1 1 1 2 េ្រពះ 1; 1; 1 ។ 
េ យ 1 េនះ 1 , 1 , 1  ជចំនួនវជិជមន។ មវសិមភពកូសុី េយើងទញ

បន 
1 1 1

3 1 1 1  

1 1 1
1
27 

  2 2
2
27

52
27  

សញញ េសមើេកើតមនេពល  ។ 

255.   ក) យក m
p

m n
=

+
 នងិ n
q

m n
=

+
 ែដល ,m n  ជចំននួគត់វជិជមន។ វសិមភព

សមមូលនងឹ 

 

m n m nma nb
a b

m n

++
≥

+  ពតិ មវសិមភពកូសីុ។ 

ខ) េយើងេ្រជើសេរ ើសស្វុីតៃនចំននួសនទិន 1 2 3, , ,a a a  ែដល lim n
n

a p
→∞

= ។  

ង 1i ib a= −  េយើងទញបន lim n
n

b q
→∞

= ។ 

ម្រទឹស្តបីទខងេលើ េយើងទញបន 

 
n nn b

n na x b y x y+ ≥  
⇒  lim lim n nn b

n n
n n

a x b y x y
→∞ →∞

+ ≥  

⇒  p qpx qy x y+ ≥  
គ) មវសិមភពយិនសិន េយើងមន 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1ln ln lnn n n nx x x xα α α α+ + ≥ + +  

    
( )1
1ln n

nx x
α α=

 

ឃ) ង 

1 1

1 1

;
n np q

p q
i i

i i

u a v b
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ។ ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន 

 

1 1
p p

i i i ia b a b

u v p u q v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟× ≤ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
េ យបូកអងគនងឹអងគៃនវសិមភពខងេលើ រចួេហើយគុណនងឹ uv  េយើងទញបនវសិមភពហូលឌរ័។ 
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សំគល់ 

េបើ 2p q= =  វសិមភពេនះ ក្ល យជវសិមភពកូសុី-ស្វ័ស៌ 

 

256.   ង 0q >  ែដល 1 1
1

p q
+ =  ⇒  ( )1p q p− = ។ ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន 

 
p

i ix y+  
1p

i i i ix y x y
−

= + × +  

   
1 1p p

i i i i i ix x y y x y
− −

≤ + + +  
បូកអងគនងឹអងគ េយើងទញបន 

 

1 1

1 1 1

n n n
p p p

i i i i i i i i
i i i

x y x x y y x y
− −

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ ≤ + + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ ∑
 

មវសិមភពហូលឌរ័ េយើងមន 

 

1

1

n
p

i i i
i

x x y
−

=

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑
 ( )

1 1
1

1 1

p qn n
p p q
i i i

i i

x x y
−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

     

1 1

1 1

p qn n
p p
i i i

i i

x x y
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

 
ដចូគន  

 

1

1

n
p

i i i
i

y x y
−

=

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑
 

1 1

1 1

p qn n
p p
i i i

i i

y x y
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

ដេូចនះ 

 1

n
p

i i
i

x y
=

+∑
 

1 1 1

1 1 1

p p qn n n
p p p
i i i i

i i i

x y x y
= = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟≤ + +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  

⇒  

1 1

1

qn
p

i i
i

x y

−

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  

1 1

1 1

p pn n
p p
i i

i i

x y
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

⇒  

1 1 1

1 1 1

p p pn n n
p p p

i i i i
i i i

x y x y
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟+ ≤ +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  
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257.   ង 

( ) ( ) ( ) ( )

4 3 4 3

1 3 1 32 3 2 34 3 4 32 2 2 2

x y
S

x x y x z y y z y x

= +
+ + + + + +

 

( ) ( )

4 3

1 3 2 34 3 2 2

z

z z x z y

+
+ + +

 

 
3 3 3, ,x a y b z c= = =  

មវសិមភព ហូលឌរ័ េយើងមន 

 ( ) ( )
1 3 2 32 2x y x z+ +

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 3 2 33 3 3 2 3 22 2 2 2a b c a

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
2 2 2 2a c b a≥ +  

 ( ) ( )2 3 2 3
xy xz= +  

⇒  

( ) ( )

4 3

1 3 2 34 3 2 2

x

x x y x z+ + + ( ) ( )

4 3

2 3 2 34 3

x

x xy xz
≤

+ +
 

     

2 3

2 3 2 3 2 3

x

x y z
=

+ +  
មរេបៀបដចូគន  បនទ ប់មកបូកអងគនងឹអងគៃនវសិមភពបញចូលគន  េយើងទញបន 1S ≤ ។ 

258.   េយើងមន , , ,a b c d ∈ ។ ង s a b c d= + + + ។ មវសិមភពមិនកូវសគី 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3S a b c= + + − + +  

   ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3b c d+ + + − + +  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 4 6a b b c c d≥ + + + + − + + +  

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 2 3S c d a= + + − + +   

 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3d a b+ + + − + +  

 ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 4 6c d d a a b≥ + + + + − + + +  

1 2S S S= + ( ) ( ) ( )2 2 2
4 2 8 12s s s≥ + + − + +  

  
24 288 288 12 2s= + ≥ =  

ចំេពះ 0a b c d= = = =  េយើងមន 12 2S = ។ ដេូចនះតៃំលតចូបំផុតរបស់ S  គ ឺ12 2 ។ 

259.   ក) ង tan , tan , tan  ែដល 0 , , ។ លកខខណ្ឌ សមមូលនងឹ 
tan tan tan tan tan tan  

 
នងិេ យ 
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tan
√1 tan

sin  

វសិមភពែដលេ យសមមូលនងឹ 

sin sin sin
3√3
2

 

អនគុមន ៍ sin  ជអនគុមនេ៍ប៉ងេលើ 0; ។ ដេូចនះ មវសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

sin sin sin
3 sin 3

√3
2  

នេំ យវសិមភពពតិ។  

ខ) ង tan ; tan ; tan  ែដល 0 , ,  ។ លកខខណ្ឌ សមមូលនងឹ 

tan
2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
1 

    
វសិមភពសមមូលនងឹ 

tan tan tan 3√3 
ពតិ មវសិមភពយិនសិន។ 

260.   ង tan  ែដល 0  ។ េយើងមន 

tan 1 tan tan 4 2  

េយើងទញបន 
.

  ។ ដេូចនះ cot  ែដល 
.

 ។ ដចូគន េយើងទញបន 

tan 2  ។ ដេូចនះ 
 
  ។ េ យ 0  េនះេយើងមន 0 tan 1 

នងិ 2។ ចំេពះ 1 េយើងមន  ដេូចនះ tan  នងិ 3 ។ 

 

261.   ង  ជពហុធChebyshev ទ ី  ។ េយើងដងឹថ cos cos  នងិ  កនំត់

េ យ 2 , 1  នងិ  ។ ដេូចនះេមគុណធរំបស់  

េសមើនងឹ 2  ចំេពះ 1 ។ 

េ្របើរបូមន្ត ងំែទរបូ៉ សយុងរបស់Lagrange េទេលើពហុធដេឺ្រកទ ី  នងិចំេពះចំនចុ

, , ,   េយើងមន 

  

ផទមឹេមគុណធ ំេយើងទញបន 

2  

េយើងយក  ែដល cos  ។ ដេូចនះ | | | cos 1 | 1 ។ ដេូចនះ 

2
| |
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1
 

នេំ យវសិមភពពតិ។ 

 

262.    ែចកអងគទំងពរីៃនវសិមភពនងឹ 4 េយើងទញបន 

2 1 2 2 1 2
1
2 

េយើងជំនសួ sin  នងិ sin  ។ វសិមភពេ្រកយេនះេទជ 

|sin | |sin cos sin cos | sin 6          

េយើងចង់បន  នងិ  ែដល sin √ √  នងិ  sin √ √  ។ 

េយើងទញបន cos 2 1 2 sin 1 √ √ cos  នងិ cos 2 √

cos  ។ េ្រពះ sin  ជអនគុមនមួ៍យទល់មួយព ី ;  េទ 1; 1  េនះ  នងិ 

 ។ 

េយើងែចកចេន្ល ះ  ;  ជចេន្ល ះ ច់បី ែដលនមួិយៗមន្របែវង  គ ឺ ; ,

;   នងិ ; ។ អនគុមន ៍ 2 sin  អនវុត្តចំេពះចេន្ល ះ , ,  មនរបូភពមួយគត់

េលើចេន្ល ះ √ √ ; 2 sin , 2 sin ; √2 , √2; √ √   េរៀងគន ។ ម

េគលករណ៍រនធ្រពប ចេន្ល ះមួយៃន , ,  មនចំននួពរីៃនចំននួែដលេ យចំននួបួន ងេ យ  

នងិ ។ េយើងទញបន ចេន្ល ះមួយកនងុចំេនម , ,  មនចំននួពតិ  នងិ  ែដល 2 sin  នងិ 

2 sin  ។ េ យចេន្ល ះ  , ,   មនរង្វ ស់េសមើ  ដចូគន  េនះ | |  ។ េយើងទញបន

វសិមភព(*) ពតិ។ 

  

263.   ចំេពះ 1n =  សំេនើខងេលើពតិ។ 

ចំេពះ 2n =  ជនយិមនយ័របស់ភពផត។ សនមតថពតិរហូតដល់ n ។ 

េយើងមន  

 

1

1 1
1 1

n n

k k k k n n
k k

x x xλ λ λ
+

+ +
= =

= +∑ ∑
 ( )1 1 11 n n ny xλ λ+ + += − +  

ែដល 111

n
k

k
nk

y x
λ

λ +=
=

−∑
 នងិ 11

1
1

n
k

nk

λ

λ +=
=

−∑
 ។ ដេូចនះ 

 

1

1

n

k k
k

f xλ
+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

  ( ) ( ) ( )1 1 11 n n nf y f xλ λ+ + +≤ − +  
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( )1 1

1

n

k k n n
k

f x f xλ λ + +
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 
264. េបើ្រគប់ ia  េសមើគន ទំងអស់ េនះអនគុមន ៍M  េថរេលើ ∗ ។ ឥលូវេនះ េយើងសនមតថ ប ្ត  

ia  មិនេសមើគន ទំងអស់េទ។ 

េយើងមន  

( )( )
( )

1

1
ln ln

n

i i
i

f
M aα

α
α λ

α α=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

េយើងមន 0
lim 1ia

α
α→

=
 ចំេពះ្រគប់ 0ia >  ដេូចនះ 

( )
0

lim 0f
α

α
→

=
។ 

ម៉យងវញិេទៀត េ យ ( )
( )

1

1

ln
n

i i i
i

n

i i
i

a a

f

a

α

α

λ

α

λ

=

=

′ =
∑

∑
 នេំ យ 

 

( )
( )

( )1

0 1

1

ln

lim ln

n

i i n
i

i in
i

i
i

a

f a
α

λ

α λ

λ

=
→ =

=

′ = =
∑

∑
∑

1

ln i
n

i
i

a
λ

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏  

មកបួន អូពី ល់ េយើងទញបន ( )( )
0 1

lim ln ln i
n

i
i

M a
λ

α
α

→ =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏  

⇒  ( )
0 1

lim i
n

i
i

M a
λ

α
α

→ =
= ∏  

ដេូចនះ េ យយក ( )
1

0 i
n

i
i

M a
λ

=
= ∏  េយើងបន្ល យM  េ យភពជប់្រតង់ 0 ។ 

ក) ករណី 1α >  

អនគុមន ៍ ( )f x xα=  ផត ច់ខតេលើ +∗ ។ ដេូចនះ 
1 1

n n

i i i i
i i

a a

α

αλ λ
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟> ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ ។ វសិមភពេនះ 

ច់ខត េ្រពះ ប ្ត ia  មិនេសមើគន ទំងអស់េទ។ 

ដេូចនះ 
( ) ( )

1

1 1

1
n n

i i i i
i i

M a a M

α

αα λ λ
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= > =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑
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ខ) ករណី ,α β ∈  

ករណីទ១ី: 0 α β< <  

ង / 1t β α= > ។ ចំេពះ្រគប់ { }1, ,i n∈  េយើង ង i ib aα= ។ ម ក) េយើងមន 

 

1

1 1

tn n
t
i i i i

i i

b bλ λ
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ >⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  
1 1

n n

i i ii
i i

a a

α β
β αλ λ

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ >⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑  

⇒  ( ) ( )M Mβ α>  

ករណីទ២ី: 0α β< <  

ង 1t
α
β

= > ។ ចំេពះ្រគប់ { }1, ,i n∈  េយើង ង i ib aβ= ។ ម ក) េយើងមន 

 

1

1 1

tn n
t
i i i i

i i

b bλ λ
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ >⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  
1 1

n n

i i i i
i i

a a

β α
βαλ λ

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ >⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑  

⇒  ( ) ( )M Mβ α>  

 

ដេូចនះ អនគុមន ៍M  េកើន ច់ខតេលើ ,+∗ −∗  េហើយជប់្រតង់ 0 ។ ដេូចនះ េកើន ច់ខតេលើ ។ 

សំគល់ 

ចំេពះ 0α >  

មលកខណៈសីុេម្រទី េយើង ចសនមតថ { }1 1 2max , , , na a a a= ។ 

ដេូចនះ  

( )( ) 1
11 1

1 1
ln ln ln

n n
i

i i i
i i

a
M a a

a

α
α αα λ λ

α α= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎟⎜⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎟= = ⎜ ⎜⎜ ⎟⎟⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎟⎟⎜⎟ ⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  ( )( ) ( )1
11

1
ln ln ln

n
i

i
i

a
M a

a

α

α λ
α =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟= + ⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  

ចំេពះ្រគប់ i  េយើងមន 
1

0 1ia

a
< ≤ ។ ដេូចនះ 

1

0 1ia

a

α⎛ ⎞⎟⎜ ⎟< ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
។ 
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េហើយ 
1

1 11 2 1

1
n n n

i i
i i i

i i i

a a

a a

α α

λ λ λ λ
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= + ≤ =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

 ។ 

ដេូចនះ  

( )1
11

ln 1
ln 0

n
i

i
i

a

a

αλ
λ

α α =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟≤ ≤⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 
⇒  ( )( ) ( )1lim ln lnM a

α
α

→+∞
=  

⇒  ( ) { }1 2lim max , , , nM a a a
α

α
→+∞

=  

ចំេពះ 0α <  

េលើកេនះេយើងសនមតថ { }1 1 2min , , , na a a a= ។ ដចូខងេលើ េយើងមន 

 

( )( ) ( )1
11

1
ln ln ln

n
i

i
i

a
M a

a

α

α λ
α =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟= + ⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

ែដល 1
1ia

a
≥

 ចំេពះ្រគប់ i ។ ដេូចនះ 1

0 1ia

a

α⎛ ⎞⎟⎜ ⎟< ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ។ 

មវចិរដចូករណីខងេលើ េយើងទញបន 

 
( ) { }1 2lim min , , , nM a a a

α
α

→−∞
=

 
 

ដេូចនះ 

( ) { }1 2lim max , , , nM a a a
α

α
→+∞

=
 

( ) { }1 2lim min , , , nM a a a
α

α
→−∞

=
 

េហើយេ យអនគុមន ៍M  េកើន ច់ខតេលើ  ដេូចនះ ចំេពះ្រគប់ α ∈  េគមន 

 { } ( ) { }1 1min , , max , ,n na a M a aα< <  
265.  

266.   
2 2 2

1 1 1 1

3
a b c
a b c

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 

  

2
1 1 1 1

3 3

a b c

a b c

⎛ ⎡ ⎤ ⎞+ + ⎟⎜ ⎢ ⎥≥ + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦  

  

2
1 1 1 1 1

3 3 a b c

⎛ ⎛ ⎞⎞⎟⎟⎜ ⎜= + + + ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎟⎜ ⎜⎝ ⎝ ⎠⎠  
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  ( )

2

1 3

1 1

3 abc

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜≥ + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  មវសិមភពកូសុី 

  

2
1 3

3 a b c

⎛ ⎞⎟⎜≥ + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠+ +  មវសិមភពកូសុី 

  

2
1 100
3

3 9

⎛ ⎞⎟⎜≥ + =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

⇒  
2 2 2
1 1 1 100

3
a b c
a b c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + + + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

267.   ង tan , tan , tana x b y c z= = = ។ ដេូចនះ , ,x y z  ជមំុកនងុៃន្រតេីកណ្រសចួមួយ។ 

េយើងមន 

 
3

cos cos cos
2

x y z+ + ≤
 

វសិមភពេនះពតិ មវសិមភពយិនសិន។ 

េយើងមនសមភពេពល 3a b c= = = ។ 

268.   េយើងមន 

 

1 2
2 2 21 2 3 1 2 3

6 6 6 6 6 6
a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜+ + ≤ + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

⇒  
( )
2 2 2

2 3
6

2 3

a b c

a b c

+ +
≤

+ +
 

269.   មវសិមភពមធយមនព្វន្តធរណីម្រតមនេមគុណ េយើងទញបន 

 
( ) ( )1 1p q p qp qa b
a b ab

p q
+ ≥ =

 
270.   អនគុមន ៍ ( ) 1 3

f x x=  ជអនគុមនេ៍ប៉ងេលើ 0,⎤ ⎡+∞⎦ ⎣ ។ មវសិមភពយិនសិន េយើងមន 

 

1 31 3 1 3

2 2

a b a b⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  ⇒  ( )1 31 3 1 3

1 3

2

2
a b a b+ ≤ +  

អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែត នងិនេំ យ a b= ។ 

ដេូចនះចំននួេថរ M  តូចបំផុត គ ឺ 1 3

1 3

2
4

2
M = = ។   

271.   អនគុមន ៍ ( ) 1

1
f x

x
=

−
 ផតេលើ 1,⎤ ⎡+∞⎦ ⎣ ។ េ យ 

1

1
n

i
i

x
=

=∑  េនះប ្ត  ix  ច

េ្របើជេមគុណកនងុវសិមភពយិនសិនបន។ ដេូចនះ 



136 ១. អនុគមន៍ងយ | លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត 

 

 

1 2

1

1

1
1

n
i

ni i
i

i

x

x
x

=

=

≥
−

−

∑
∑

 
មវសិមភពកូសីុស្វ័ស៌ េយើងមន 

 

2

2

1 1

1 1
n n

i i
i i

x x
n n= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  
1

1

11 1 1

n
i

i i

x n

nx n=
≥ =

−− −
∑  

អងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

nx x x
n

= = = = ។ 

272.   េបើ 0n ≥  អនគុមន ៍ ( ) nf x x=  ជអនគុមនផ៍តេលើ +∗ ។ ដេូចនះ 

 

1 1
1 1 2

2

nn n a b b aa b

b a

⎛ ⎞+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠  

    

1
2 1

2

n
a b

b a

⎛ ⎛ ⎞⎞⎟⎟⎜ ⎜= + + ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎟⎜ ⎜⎝ ⎝ ⎠⎠  

ែតថ 
2

a b

b a
+ ≥

 េនះ 1 1
n n

a b

b a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 12 2 2n n+≥ × =  

េបើ 1n < −  ង 1p n= − >  

⇒   11 1 2
n n

na b

b a
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + + ≥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⇔   
( ) ( ) 1

1

2

p p

p p p

b a

a b a b
−

+ ≥
+ +

 

⇔  
2 2

pp pb a a b⎛ ⎞+ + ⎟⎜≥ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 វសិមភពេនះពតិ មវសិមភពយិនសិន េ យពនិតិយេលើភពេប៉ង

របស់អនគុមន ៍ ( ) pf x x=  េលើ *+ ។ េយើងេឃើញថ អងគទំងពរីៃនវសិមភព េសមើគន  ទល់ែត នងិ

នេំ យ { }0, 1n ∈ −  នងិ ,a b  យ៉ងេម៉ចកប៏ន រ ឺ { }0, 1n ∉ − នងិ a b= ។ 

273.   េយើងេឃើញថវសិមភពខងេលើេនដែដល េបើេយើងជំនួស ( ), ,a b c  េ យ ( ), ,a b cα α α  

(វសិមភពអូមូ៉ែសន)។ ដេូចនះ េយើង ចសនមតថ 1a b c+ + = (*)។ 

អនគុមន ៍ ( ) 1
f x

x
=  ជអនគុមនផ៍ត ដេូចនះ មវសិមភពយិនសិន នងិ (*) េយើងទញបន 

 
2 2 2

a b c

a bc b ca c abλ λ λ
+ +

+ + +  
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  ( ) ( ) ( )2 2 2

1

a a bc b b ca c c abλ λ λ
≥

+ + + + +
 

ដេូចនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 
( ) ( ) ( )2 2 2 1

9
a a bc b b ca c c ab

λ
λ λ λ

+
+ + + + + ≤

 
⇔  3 3 3 1

3
9

a b c abc
λ

λ
+

+ + + ≤  

េយើងមន 

 
3 2 3a b c+ +  ( )3a b c= + +  

( )2 2 2 2 2 23 2a b a c ab ac b c bc abc− + + + + + +
 

ម(*) េយើងទញបន 

 
3 3 3 3a b c abcλ+ + +  

 ( )2 2 2 2 2 21 3 a b a c ab ac b c bc= − + + + + +
( )3 2 abcλ+ −  

 ( )1 3 6 3 2abc abcλ≤ − × + −  (វសិមភពកូសុី) 

 ( )1 3 8 abcλ= + −  

 ( )
3

1 3 8
3

a b c
λ

⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
(វសិមភពកូសុី នងិ េ យ រ 8λ ≥ ) 

 
8 1

1
9 9

λ λ− +
= + =

 ពតិ 

សមភពេកើតមនេពលវសិមភពកូសីុេទជសមភព មននយ័ថ a b c= = ។ 

274.   ង 

( ) ( )( )( )1 1 1
1 1 1

a b c
f a a b c

b c c a a b
= + + + − − −

+ + + + + +  
េ យចត់ទុកថ ,b c  ជចំននួេថរ។ េយើងេឃើញថ f  ជអនគុមនផ៍តេធៀបនងឹ a  ដេូចនះ តៃំលធបំំផុត

របស់  គេឺន្រតង់ 0a =  រ ឺ 1a = ។ មវចិរដចូគន  េយើងទញបនថ f  មនតៃំលធបំំផុត េន្រតង់

ចំនចុមួយ (រេឺ្រចើនជងមួយ) កនងុចំេនម្រតធីតុ( ), ,a b c ចំននួ្របបីំ ែដល { }, , 0,1a b c ∈ ។ េយើង

ពនិតិយេឃើញថ ចំេពះ្រតធីតនុមួិយៗ តៃំលរបស់អនគុមន ៍ f  េសមើ 1។ ដេូចនះវសិមភពពតិ។ 

275.   េ យអនគុមន ៍ ( ) tf x x=  ផតេលើ +  េនះ មវសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

 1 1

1 1 1
ttn n

i i
i ii i

a n a
na a

α α
β β

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟+ ≥ +⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

  (*) 
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   1 1

1 1 1
tn n

i
i i i

n a
n n a

α
β

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 
ែត 

ក)េ យ 1α ≥  េនះអនគុមន ៍ ( )f x xα=  ផតេលើ +  ដេូចនះ េយើងទញបន 

1 1

1 1 1
n n

i i
i i

a a
n n n

α

α
α

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

  
ខ) េ យ 0β >  េនះអនគុមន ៍ ( )f x xα=  ផតេលើ +  ដេូចនះ េយើងទញបន 

 

1

1

1 1
n

n
i i

i
i

n
n

n a
a

β

β
β

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ =⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑
∑

 
ម (*) ក) នងិ ខ) េយើងទញបន 

 1

1 1
t tn

i
i i

a n n
na

α β
β α

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ + ≥ +⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែត 1 2 na a a= = = ។ េ យ 
1

1
n

i
i

a
=

=∑  េនះ 

1 2
1

na a a
n

= = = = ។ 

276.   អងគខងេឆ្វងជអនគុមនផ៍ត ចំេពះអេថរនមួិយៗ េ យទប់អេថរេផ ងេទៀត។ មនតៃំល

ធបំំផុតេន្រតង់ចំនចុមួយៃនបញចធតុ( ), , , ,a b c d e ទំង32  ែដល { }, , , , ,a b c d e p q∈ ។ 

ង n  ជចំននួអេថរ ែដលេសមើ p  េហើយដេូចនះ 5 n−  អេថរេផ ងេទៀតេសមើ q  ែដល 

{ }0,1,2, 3, 4, 5n ∈ ។ ដេូចនះ េយើង្រតវូរកតៃំលធបំំផុតរបស់ 

 
( ) ( )( ) 5

5
n n

f n np n q
p q

⎛ ⎞− ⎟⎜= + − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
េយើងមន 

 
( ) ( ) ( )22 5 5

q p
f n n n n n

p q

⎛ ⎞⎟⎜= + − + − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠   

  
( ) ( ) ( )

2
22 5 2 5 5

p q
n n n n n n

q p

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + − + − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  

  
( )

2

25 5
p q

n n
q p

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠  
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ដេូចនះ ( )f n  ធបំំផុត េបើ ( )
2

25 5
5

4 2
n n n

⎛ ⎞⎟⎜− = − − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
 មនតៃំលធបំំផុត មននយ័ថ 2n =  រ ឺ

3n = ។ ដេូចនះ 
2

max 25 6
p q

f
q p

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
។ 

277.   ង 1 1
1
2nH n

= + + +  នងិ ចំេពះ 1, ,i n=  ង 1
i

niH
ω = ។ 

េយើងមន 0iω >  េហើយ 
1 1

1 1 1
1

n n

i n
n ni i

H
H i H

ω
= =

= = =∑ ∑ ។  

ង 

2 2
2

1 2
nx x

S x
n

= + + +
។ េយើងមន 

 11

i
n n

ii
i i i

n ii

S
x x

H
ωω

==
= ≥∑ ∏

  
( មវសិមភពមធយមនព្វន្តធរណីម្រតផ ំេមគុណ) 

   

1

1

nHn

i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∏

 

មវសិមភពកូសីុ 

1

1

1
1

n

i n
i

ii

n
x

x

=

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ =⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∏
∑

 

ដេូចនះ 1
n

S

H
≥  េហើយេសមើគន  េពល 1 2 1nx x x= = = = ។ 

278.   អនគុមន ៍ ( ) 1

1 x
f x

e
=

+
 ផតេលើ +  េ្រពះ ( )

( )

2

3
0

1

x x

x

e e
f x

e

−′′ = ≥
+

។ 

ចំេពះ 1, 2, ,i n=  ង iy
ix e= ។ េ យ 1ix ≥  េនះ 0iy ≥ ។ 

មវសិមភពយិនសិន 

1 1

1 1 1 1

1 1i

n n

y
ii in x n e= =

=
+ +

∑ ∑

( )
1

11

1 2

1 1

1
1

n

i
i
y nn nx x x

e =

≥ =

∑ +
+

 

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2 nx x x= = = ។ 

279.   េយើង ង tan , sec tan  នងិ 
sec sec … sec tan  
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េ យ , 1  ។ េយើងគួរកត់សំគល់ថករជំនសួេនះេ្រពះលំ ប់របស់ tan  គ ឺ

∞,∞  នងិ sec  ខុសពសូីនយជនចិច។ ដេូចនះតួទី  របស់អងគខងេឆ្វងៃនវសិមភពេសមើនងឹ 
sec … sec tan

1 tan sec … sec   tan
 

cos cos … cos sin  
ដេូចនះវសិមភពែដលេ យសមមូលនងឹ 

cos sin cos cos sin cos cos … cos sin √   
… √  

ែដល cos  នងិ sin  ចំេពះ 1  ។ ចំេពះ2  េ យ រ 

cos sin 1 េយើងទញបនថ 
… … …  

   … … 1      
ម(*) នងិ មវសិមភពកូសីុ ្វ ត េយើងទញបន 

…  

… …  

.  

 

cos cos cos cos sin  
√  

វសិមភពចុងេ្រកយ ក្ល យជសមភព េនេពលែដល 
cos cos cos cos sin 1 

សមភពេនះមិន ចេទ េ្រពះ cos sin sin 2 1។ ដេូចនះ េយើងមនវសិមភព

ច់ខត។ 

280.   ង 
4
3

1
i

i

A x
=

= ∑  នងិ 3
i iA A x= −  ⇒  

4

1

1

3 i
i

A A
=

= ∑ ។ 

មវសិមភពកូសីុ េយើងទញបន ( )1 33 3 3
1 2 3 4 2 3 4

1

1 1

3
A x x x x x x

x
≥ = = ។ មរេបៀបដចូគន  

េយើងទញបន 1 1

3 i
i

A
x

≥  ចំេពះ 2, 3, 4i = ។ 

⇒  
4

1

1

ii

A
x=

≥ ∑   (១) 

ម៉យងវញិេទៀត មវសិមភពមធយមលំ ប់ 3  នងិ 1  នងិ វសិមភពកូសីុ េយើងទញបន 

 

4
3

1

1 1

4 4 i
i

A x
=

= ∑
 

34

1

1

4 i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  
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24 4

1 1

1 1

4 4i i
i i

x x
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 

    

4

1

1

4 i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

  

េ្រពះ 
( )

4 1
41 2 3 4

1

1
1

4 i
i

x x x x x
=

≥ =∑
 

⇒  
4

1
i

i

A x
=

≥ ∑   (២) 

(១) នងិ (២)  ⇒
4 4 4
3

1 1 1

1
max , ,i i

ii i i

x x
x= = =

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪≥ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑ ∑  

281.   េបើមនចំននួ មួយេសមើសូនយ ឧទហរណ៍ 0z =  េនះ វសិមភពសមមូលនងឹ 

( )6 6 3 3 3 38 2 9x y x y x y+ + ≥
 

ពតិ េហើយេសមើគន េពល 0x y z= = = ។ 

េបើ , , 0x y z >  េយើងមន 

 ( )( )( )2 2 29 x yz y zx z xy+ + +
 

   
( )( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 29
2 2 2

8
x y z x y z x y z≤ + + + + + +

 

( ) 32 2 249

8 3

x y z⎡ ⎤+ +⎢ ⎥
≤ ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  ពតិ ( មវសិមភពកូសុី) 

32 2 2
9 8

3

x y z⎛ ⎞+ + ⎟⎜ ⎟⎜= × ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  
23 3 3

9 8
3

x y z⎛ ⎞+ + ⎟⎜ ⎟⎜≤ × ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 ( ម មធយមលំ ប់៣នងិ២) 

  ( )3 3 38 x y z= + +
 

អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិនេំ យ x y z= = ។ 

282.   អនគុមន ៍ ( )
1

x
f x

x
=

−
 ជអនគុមនផ៍ត។ មវសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

 
( )

1 1

1 1 1

1

n n

i i
i i

n
f x f x f

n n n n= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟≥ = =⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠ −⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑
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ម៉យងវញិេទៀត មវសិមភពមធយមលំ ប់ 1  នងិ 1
2

 េយើងទញបន 

 

2

1 1

1 1 1
n n

i i
i i

x x
n n n= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 

⇒  
1

n

i
i

x n
=

≤∑ ⇒  1 2

11
nx x x n

nn

+ + +
≤

−−
 

⇒ 1

1 11 1

n

in
i i

i i

x
x n

nx n
=

=
≥ ≥

−− −

∑
∑  ពតិ។ 

283.   ង 1 2 nS x x x= + + +  

មវសិមភពកូសីុ ្វ ត 

( )
5

1 1

n n
i

i
ii i

x
S x

S x= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

 

2

5

1

n

i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

  

2
5 22

1

1
n

i
i

n x
n =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑

 

  

5 2

2 2

1

1
n

i
i

n x
n =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ( មវសិមភពមធយមលំ ប់ 5

2
 នងិ 2 ) 

  

2

5 2

n

n
=

 

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

nx x x
n

= = = = ។ 

ម៉យងវញិេទៀត 

( ) ( )
1 1

0 1
n n

i i
i i

S x n x
= =

< − = −∑ ∑
 

( )
1

1
n

i

i

x
n n

n=
= − ∑

 

( ) 2

1

1
1

n

i
i

n n x
n =

≤ − ∑  ( មវសិមភពមធយមលំ ប់ 1  នងិ 2 ) 

⇒  ( )
( )

1

1
0

n

i
i

n n
S x

n=

−
< − ≤∑  

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

nx x x
n

= = = = ។ 
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⇒
( ) ( )

5 2

5 2
1

1

1 1

n
i

ii

x n n

S x n n n nn=

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ≥ × =⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 1 2
1

nx x x
n

= = = = ។ 

284.  ង , , 0,
2

A B C
π⎛ ⎞⎟⎜∈ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 េ យ 2 tan , 2 tana A b B= =  នងិ 2 tanc C= ។ ម

ទំនក់ទំនង 2 21 tan 1 cosθ θ+ =  វសិមភព ចសរេសរជ 

 
4

cos cos cos
9

A B C≥ ×
 

( )cos sin sin sin cos sin sin sin cosA B C A B C A B C× + +  
េយើងមន 

 ( )cos A B C+ +  cos cos cos cos sin sinA B C A B C= −  

sin cos sin sin sin cosA B C A B C− −  
ដេូចនះវសិមភពេទជ 

 
( )( )4

cos cos cos cos cos cos cos
9

A B C A B C A B C≥ − + +
 

ង 
3

A B C
θ

+ +
= ។ មវសិមភពកូសុី នងិ វសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

 

3
3cos cos cos

cos cos cos cos
3

A B C
A B C θ

⎛ ⎞+ + ⎟⎜≤ ≤⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  
េយើង្រតវូបង្ហ ញថ  

 
( )3 34

cos cos cos 3
9

θ θ θ≥ −
 

េយើងមន 

 3cos 3 4 cos 3 cosθ θ θ= −  
⇔  3 3cos cos 3 3cos 3cosθ θ θ θ− = −  
ដេូចនះវសិមភពេទជ 

 
( )4 24

cos 1 cos
27

θ θ≥ −
  (*) 

មវសិមភពកូសីុ 

( )
1 32 2

2cos cos
. . 1 cos

2 2
θ θ

θ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  

( )
2 2

21 cos cos
1 cos

3 2 2
θ θ

θ
⎡ ⎤
⎢ ⎥≤ + + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  

     
1
3

=
 

⇒  (*) ពតិ។ សមភពេកើតមន ទល់ែតនងិមនែត 
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1
tan tan tan

2
A B C= = =

 
⇒  1a b c= = =  
 

រេបៀបទ២ី 

បនទ ប់ពពីន្ល ត វសិមភពេទជ 

 
( )2 2 2 2

cyclic cyclic cyclic

8 2 4 9abc a b a ab+ + + ≥∑ ∑ ∑
 

មវសិមភព ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1 0ab bc ca− + − + − ≥  េយើងទញបន 

 

2 2

cyclic cyclic

6 2 4a b ab+ ≥∑ ∑
 

ដេូចនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 
( )2 2

cyclic cyclic

2 4 5abc a ab+ + ≥∑ ∑
 

េ យ ( ) ( )2 2 23 3a b c ab bc ca+ + ≥ + +  េនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 
( )2 2

cyclic cyclic

2 2abc a ab+ + ≥∑ ∑
 

ពតិ មវសិមភពកនុងលំ ត់ខងេលើ ករណី 1t = ។ 

285.  េ យេ្របើលកខខណ្ឌ  1a b+ =  េយើងបំែលងវសិមភពែដលេ យេទជវសិមភពអូមូ៉ែសន 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 21

3

a b

a b a a b a b b a b
≤ +

+ + + + + +  
⇔  2 2 3 3a b ab a b+ ≤ +  
េយើងមន 

 ( ) ( ) ( ) ( )23 3 2 2 0a b a b ab a b a b+ − + = − + ≥
។ 

សមភពេកើតមន េពល 
1

2
a b= =

។ 

286.  េយើង ចសនមតថ 1 2 1 2 1 1, ,a a b b a b≥ ≥ ≥  េ យមិនេធ្វ ើេ យបត់បង់លកខណៈទូេទេទ។ 

េបើ x  រ ឺy  េសមើសូនយ េនះវសិមភពខងេលើពតិ។ ដេូចនះ សនមតថ x  នងិ y  មិនសូនយទំងពរី។ បនទ ប់

មកេទៀត វសិមភពសីុេម្រទេីធៀបនងឹ ,x y  ដេូចនះ សនមតថ x y≥ ។ 

េ យ 1 2 1 2a a b b+ = +  េនះ 

  ( ) ( )1 2 1 2 2 2a a b a b a− = − + −  
⇒  1 2 2 1 1 2 2 1a a a a b b b bx y x y x y x y+ − −  
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( )2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2a a a a a a b a b a b a b ax y x y x y x y− − − − − −= + − −

 

 
( )( )2 2 1 2 1 2 2 2 2 2a a b a b a b a b ax y x y x y− − − −= − −

 

 
( )( )2 2 1 2 1 2 1 1 1 1a a a b a b a b a bx y x y x y− − − −= − −

 

 

1 2 1 1
2 2 1 2 1 1

a b a b
a a a b x x
x y y

y y

− −
−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟= − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ 0≥  ពតិ 

287.  ង 1 , 1 , 1a x b y c z= = =  េនះ ( ), , 0,1a b c ∈  នងិ 2a b c+ + = ។ 

វសិមភពែដលេ យសមមូលនងឹ 

 

1 1 1 1 1 1a b c
a b c a b c

− − −
+ + ≥ + +

 
េយើងបំែលង េទជអូមូ៉ែសនេ យសរេសរជ 

( )1 1 1 1
2
a b c

a b c

⎛ ⎞⎟⎜+ + + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ 2 2 2
a b c a b c a b c

a b c

a b c

+ + + + + +
− − −

≥ + +  

⇔  ( ) 1 1 1
a b c

a b c

⎛ ⎞⎟⎜+ + + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 b c a c a b a b c

a b c
+ − + − + −

≥ + +  

⇔  ( ) ( ) ( )( ) 1 1 1
b c a c a b a b c

a b c

⎛ ⎞⎟⎜+ − + + − + + − + + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 

b c a c a b a b c
a b c

+ − + − + −
≥ + +   

ពតិ មវសិមភពកូសុី ្វ ត។ 

288.  េ យវសិមភពខងេលើ សុីេម្រទីេធៀបនងឹអេថរទំងបី េយើង ចសនមតថ x y z≥ ≥  

េ យមិនបត់បង់លកខណៈទូេទអ្វ ីទំងអស់។ វសិមភពែដលេ យ ចសរេសរជ 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) 0r r rx y x x z y y z z x z y z⎡ ⎤− − − − + − − ≥⎢ ⎥⎣ ⎦  

ពតិ េ្រពះតនួមួិយៗ សុទធែតវជិជមនទំងអស់។ 

អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែត នងិ មនែត x y z= = ។ 

289.  វសិមភពខងេឆ្វងែដលេ យមក សមមូលនងឹ 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0a a b a c b b c b a c c a c b− − + − − + − − ≥  
ពតិ មវសិមភពឈួរ ករណី 1r = ។ អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិមនែត a b c= = ។ 

វសិមភពខង ្ត សំមមូលនងឹ 

 ( ) ( )3 22 2

cyclic cyclic

2a b ab ab+ ≥∑ ∑   ពតិ មវសិមភពកូសុ។ី 

290.  ង 2 3 2 3 2 3
, ,x a y b z c= = =  វសិមភពសមមូលនងឹ 
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( ) ( )3 3 23

cyclic cyclic

3 2
t

t t xyz x xy− + + ≥∑ ∑
 

មសំនរួខងេលើ េយើងមន 

 
( )3 23

cyclic cyclic

3 2x xyz xy+ ≥∑ ∑
 

ដេូចនះ េពលេនះ េយើង្រគន់ែតបង្ហ ញថ 

 ( )33 3
t

t t xyz xyz− + ≥  

⇔  ( ) ( )
3 33 333

.1 1 .
3 3

t tt tt t
xyz xyz xyz

−
− ⎡ ⎤+ ≥ =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

ពតិ មវសិមភពមធយមនព្វន្តធរណីម្រតភជ ប់េមគុណ។ េយើងេឃើញថអងគទំងពរីេសមើគន  េពល 

1a b c= = = ។ 

ករណីពេិសស: ចំេពះ 1 / 2;1;2t =  េយើងមន 

 
( ) ( )4 2 2 25 1

2
2 2

abc a b c ab bc ca+ + + + ≥ + +
 

 ( ) ( )2 2 2 22 2abc a b c ab bc ca+ + + + ≥ + +  

 ( )2 2 21 2 2abc a b c ab bc ca+ + + + ≥ + +  
291.  ក) ករណី 1 2b a≥  

េ យ 1 1 2 1a a a b≥ + −  នងិ 1 1a b≥  េនះ ( )1 1 2 1 1max ,a a a b b≥ + −  
⇒  ( ) ( )1 2 1 1 2 1 1max , max ,a a a a a b b= ≥ + −  

េយើងមន 1 2 1 2 3a a b b b+ − ≥ ≥  នងិ 1 2 1 1 3 1 3a a b b a b a+ − ≥ + − =  

⇒  ( ) ( )1 2 1 3 2 3max , max ,a a b a b b+ − ≥ ។ ម្រទឹស្តបីទ ៥.១.១ េយើងទញបន 

 

1 2 3

sym

a a ax y z∑
  

( )3 1 2 2 1

cyclic

a a a a az x y x y= +∑
 

    
( )3 1 2 1 1 1 1 2 1

cyclic

a a a b b b a a bz x y x y+ − + −≥ +∑
 

    
( )1 1 2 1 3 3 1 2 1

cyclic

b a a b a a a a bx y z y z+ − + −= +∑
 

( )1 2 3 3 2

cyclic

b b b b bx y z y z≥ +∑
 

1 2 3

sym

b b bx y z= ∑
 

ខ) ករណី 1 2b a≤  

េ យ 1 1 2 3 1 2 3 1 2 33b b b b a a a b a a≥ + + = + + ≥ + +  េនះ 
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  1 2 3 1b a a b≥ + −  

 1 2 1 2 3 1a a b a a b≥ ≥ ≥ + −  
ដេូចនះ  

( ) ( )2 3 1 2 3 1max , max ,a a b a a b≥ + −  
( ) ( )1 2 3 1 2 3max , max ,a a a b b b+ − ≥  

ម្រទឹស្តបីទ៥.១.១ េយើងទញបន 

 

1 2 3

sym

a a ax y z∑
  

( )1 2 3 3 2

cyclic

a a a a ax y z y z= +∑
 

    
( )1 1 2 3 1 2 3 1 1

cyclic

a b a a b a a b bx y z y z+ − + −≥ +∑
 

    
( )1 1 2 3 1 2 3 1 1

cyclic

b a a a b a a b ay x z x z+ − + −= +∑
 

( )1 2 3 3 2

cyclic

b b b b by x z x z≥ +∑
 

1 2 3

sym

b b bx y z= ∑
  

សមភពេកើតមន ទល់ែត នងិ មនែត x y z= = ។ 

292.  វសិមភពែដលេ យសមមូលនងឹ 

 ( ) ( ) ( )1 3 1 3 1 3

1 1 1

a b abc b c abc c a abc
+ +

+ + + + + +
 

( )1 3
1

abc
≤

 

ង 
3 3 3, ,a x b y c z= = =  ែដល , , 0x y z > ។ វសិមភពេទជ 

 
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1
xyzx y xyz y z xyz z x xyz

+ + ≤
+ + + + + +  

⇔  ( )( )3 3 3 3

cyclic

xyz x y xyz y z xyz+ + + +∑  

   ( )( )( )3 3 3 3 3 3x y xyz y z xyz z x xyz≤ + + + + + +
 

⇔  6 3 5 2 2

sym sym

x y x y z≥∑ ∑  ពតិ មវសិមភពមួរែហ៊ដ។ 

293.  េយើងមន  

( )3 3 3 3 3

sym

6a a b c d= + + +∑
 

( )
sym

4ab cd ab cd ac bd ad bc bc da bd ca cd ab= + + + + +∑
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ដេូចនះវសិមភព សមមូលនងឹ  3

sym sym

a ab cd≥∑ ∑  រ ឺ

     
( ) 1 2 1 23 0 0 0 1 1

sym sym

a b c d a b c d≥∑ ∑
 

ពតិ មវសិមភពមួរែហ៊ដ េ្រពះ ( )3, 0, 0, 0  ម៉សូរ ( )1,1,1 2,1 2 ។ 

294.  វសិមភពែដលេ យសមមូលនងឹ 

 

5 4 2 2 2 4 2 3 3

sym cyclic sym cyclic

4 2 6 6x y x yz x y z x y x y+ + − −∑ ∑ ∑ ∑
 

3 2

sym

2 0x y z− ≥∑
 

⇔  5 4 2 5 3 3

sym sym sym sym

3x y x y x y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

3 2

cyclic sym

2 3 0xyz xyz x x y
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜+ + − ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑
 

មវសិមភពមួរែហ៊ដ នងិ ឈ័រ អងគខងេឆ្វងជផលបូកៃនតមិួនអវជិជមន។ 

295.  េ យ 1xy yz zx+ + =  េយើងអូមូ៉ែសនបូនយីកមមវសិមភពខងេលើេទជ 

 
( )

2 2
1 1 1 5

2
xy yz zx

x y y z z x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + + + ≥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
⇔  5 4 3 2 2 2 2

sym sym sym

4 14 38x y x yz x y z x y z+ + + ≥∑ ∑ ∑  

4 2 3 3

sym sym

3x y x y+∑ ∑
 

⇔  5 4 2 5 3 3

sym sym sym sym

3x y x y x y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜− + − +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

3 2

sym sym

14 38 0xyz x x y xyz
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + + ≥⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑

 
មវសិមភពមួរែហ៊ដ វសិមភពខងេលើពតិ។ អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិមនែត , 0x y z= =  

រ ឺ , 0y z x= =  រ ឺ , 0z x y= = ។ ែតេ យ 1xy yz zx+ + =  េនះ េសមើគន េពល 

( ) ( ) ( ) ( ), , 1,1,0 , 1,0,1 , 0,1,1x y z = ។ 

296.  ដំេនះ្រ យទ១ី 

ង , ,a y z b z x c x y= + = + = + ។ 

a b c+ >  ⇔  y z z x x y+ + + > +  ⇔  0z >  

ដចូគន  , , 0x y z > ។ 

វសិមភពខងេលើសមមូលនងឹ 
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3 3 3 2 2 2x z y x z y x yz xy z xyz+ + ≥ + +  

⇔  
2 2 2x y z

x y z
y z x

+ + ≥ + +  

េ យវសិមភពខងេលើអូមូ៉ែសន េនះេយើង ចសនមតថ 1x y z+ + = ។ ដេូចនះ 

 
1

x y z
yf zf xf
y z x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + ≥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
ែដល ( ) 2f t t= ។ េ យ f  ផតេលើ  មវសិមភពយិនសិន េយើងទញបន 

 
( ). . . 1 1

x y z x y z
yf zf xf f y z x f
y z x y z x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜+ + ≥ + + = =⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
ដំេនះ្រ យទ២ី 

ង ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, ,f a b c a b a b b c b c c a c a= − + − + − ។ 

េយើងេឃើញថ f  មិនែ្រប្របួលេទ េពលេយើងេធ្វ ើចំ ស់សីុគ្លចិៃន ( ), ,a b c  មននយ័ថ ដរូ ( ), ,a b c  

ជ ( ), ,b c a  ជ ( ), ,c a b ។ ដេូចនះ េយើង ចសនមតថ ( )max , ,a a b c=  (ែតមិន ចសនមតថ 

a b c≥ ≥  បនេទ េ្រពះ f  មិនសីុេម្រទ)ី។ 

េយើងមន 

 ( ) ( ) ( )2
, ,f a b c a b c b c a= − + −  

  ( )( )( ) 0b a b a c a b c+ − − + − ≥  
សមភពេកើតមនេពល a b c= = ។ 

297.  ែចកអងគទំងពរីនងឹ abc  េយើងទញបន 

 

a b c c a b
c a b a c c

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ + + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  
2 2 2

31 1 1 1
a b c
bc ca ab

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜≥ + + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

ង , ,x a b y b c z c a= = =  1xyz⇒ = ។ ដេូចនះវសិមភពេទជ 

 
( )( ) 31 1 1 1

x y z
x y z xy yz zx

z x y

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ + + + ≥ + + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠  

⇔  ( )( )( ) ( )( )( )
31
x z y x z y

x y y z z x xyz
xyz

+ + +
+ + + + ≥ +  

⇔  ( )( )( ) ( )( )( )31 1x y y z z x x z y x z y+ + + + ≥ + + + +  

ង ( )( )( )3p x z y x z y= + + + ។ វសិមភពេទជ 

 
3 1 1p p+ ≥ +  

េយើងមន 

 
3 2 .2 .2 2p xy yz zx≥ =  
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 ( ) ( ) ( )( )23 1 1 1 2 0p p p p p+ − + = + − ≥
 

298.  េយើងមន 

 ( )( )( )2 2 2 2 2 2a ab b b bc c c ca a+ + + + + +
 

3 3 2 2 2 4 3 2 4 2

sym

1 1 1
2

2 2 2
a b a b c a bc a b c a b

⎛ ⎞⎟⎜= + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

េហើយ 

 ( )3ab bc ca+ +  3 3 2 2 2 3 2

sym

1
3

2
a b a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜= + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑  

ដេូចនះ 

( )( )( )2 2 2 2 2 2a ab b b bc c c ca a+ + + + + +
( )3ab bc ca− + +  

 

4 4 2 2 2 2 3 2

sym

1 1

2 2
a bc a b a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜= + − − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

ែតថ ស្វុីត ( )4,2, 0  នងិ ( )4,1,1  ម៉សូរ ស្វុីត ( )2,2,2  នងិ ( )3,2,1 ។ ដេូចនះ មវសិមភពមួរែហ៊ដ 

4 4 2 2 2 2 3 2

sym

1 1
0

2 2
a bc a b a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜ + − − ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

299.  ក) េយើងមន 

( )( )
( )2 2

1 a b a cb c

a a bc a a bc

− −+
− =

+ +
 

( )( )
( )2 2

1 b c b ac a

b b ca b b ca

− −+
− =

+ +
 

( )( )
( )2 2

1 c a c ba b

c c ab c c ab

− −+
− =

+ +
 

ដេូចនះវសិមភពែដលេ យសមមូលនងឹ 

( )( )
( )2

a b a c

a a bc

− −

+

( )( )
( )2

b c b a

b b ca

− −
+

+

( )( )
( )2

0
c a c b

c c ab

− −
+ ≥

+
    (*) 

វសិមភពខងេលើសីុេម្រទីេធៀបនងឹ , ,a b c  ដេូចនះ េយើង ចសនមតថ a b c≤ ≤ ។ ដេូចនះ 

 
( )( )

( )2
0

c a c b

c c ab

− −
≥

+
 េ យអងគទំងពរីេសមើគន  េពល c a=  រ ឺc b= ។ 

បនទ ប់មកេទៀត 
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( )( )
( )2

a b a c

a a bc

− −

+

( )( )
( )2

b c b a

b b ca

− −
+

+
 

( ) ( )
( )( )

( )
2

2 2
0

b a a b
a c b cb

ab a bc b ca

− +
⎡ ⎤= − + ≥⎣ ⎦

+ +
 

 អងគទំងពរីេសមើគន  េពល a b= ។ 

ដេូចនះវសិមភព(*) ពតិ េ យ អងគទំងពរីេសមើគន  េពល a b c= = ។ 

 

ខ) មវសិមភពឈ័រ ចំេពះ 1r = −  នងិ ង ,x a b y b c= + = + នងិ z c a= +  េយើង

ទញបន 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1
0 x y x z y z y x z x z y
x y z

≤ − − + − − + − −
 

( )( ) ( )( ) ( )( )a c b c b a c a c b a b

a b b c c a

− − − − − −
= + +

+ + +  
2 2 2c ab a bc b ca

c a b
a b b c c a

+ + +
= − + − + −

+ + +  

⇒  
2 2 2c ab a bc b ca

a b c
a b b c c a

+ + +
+ + ≥ + +

+ + +
 

អងគទំងពរីេសមើគន  េពល x y z= =  រ ឺa b c= = ។ 

300.  េយើងមន 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

xy yz zx x y y z y z z x

z x x y

⎡
+ + + + + + +⎢⎢⎣

⎤
+ + + ⎥⎥⎦  

5 4 2 4 3 3 3 2 2 2 2

sym

5 3
2 13 4

2 2
x y x y x yz x y x y z x y z
⎛ ⎞⎟⎜= + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑

 
នងិ 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
x y y z z x+ + +  

 

4 2 4 3 3 3 2 2 2 2

sym

5
6

3
x y x yz x y x y z x y z
⎛ ⎞⎟⎜= + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑

 
វសិមភពែដលេ យសមមូលនងឹ 

 
( )5 4 2 2 2 4 2 3 3 3 2

sym

4 3 2 0x y x yz x y z x y x y x y z+ + − − − ≥∑
  (1) 

ែតស្វុីត ( )5,1, 0  ម៉សូរ ស្វុីត( )4,2, 0  នងិ ស្វុីត ( )3, 3, 0  ដេូចនះ 
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( )5 4 2 3 3

sym

4 3 0x y x y x y− − ≥∑
    (2) 

ម៉យងវញិេទៀត មវសិមភពឈ័រ េយើងមន 

 

3 2

sym

1 1
0

2 2
x xyz x y

⎛ ⎞⎟⎜ + − ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

គុណអងគទំងពរីនងឹ 2xyz  វសិមភពេនះេទជ 

 
( )4 2 2 2 3 2

sym

2 0x yz x y z x y z+ − ≥∑
   (3) 

បូក(២) នងិ (៣) េយើងទញបន (១)ពតិ។ សមភពេកើតមនេពល x y z= = ។ 

301.  េយើងមន 

( ) ( ) ( )2 2 22 2b c a c a b a b c
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ − + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
( ) ( ) ( )2 2 22 2c a b b c a a b c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 
( ) ( ) ( )2 2 22 2a b c b c a c a b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

6 5 4 2 4 3 3 2 2 2

sym

3
2 3 2 3

2
a a b a b a bc a b a b c

⎛ ⎞⎟⎜= + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2b c a c a b a b c
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
6 5 4 2 4 3 3 3 2 2 2 2

sym

1 7
2 3 3 2 8

2 3
a a b a b a bc a b a b c a b c

⎛ ⎞⎟⎜= + + + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
 

វសិមភពសមមូលនងឹ 

( )6 5 4 2 4 3 3 3 2 2 2 2

sym

3 2 2 3 2 12 4 0a a b a b a bc a b a b c a b c+ − + + − + ≥∑
 

(1) 

ែត មវសិមភពឈ័រ 

3 2

sym

1 1
0

2 2
a abc a b

⎛ ⎞⎟⎜ + − ≥⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑
    (2) 

េ យគុណអងគនមួិយៗៃន(2) នងឹ 4abc  េយើងទញបន 

 
( )4 3 2 2 2 2

sym

4 8 4 0a bc a b a a b c− + ≥∑
  (3) 

ដេូចនះេយើង្រតវូបង្ហ ញថ 

 
( )6 5 4 2 4 3 3 3 2

sym

3 2 2 2 4 0a a b a b a bc a b a b c+ − − + − ≥∑
      (4) 
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ែតស្វុីត ( )6, 0, 0  ម៉សូរ ស្វុីត( )4,1,1  នងិ ស្វុីត ( )3,2,1  ដេូចនះ 

 
( )6 4 3 2

sym

3 2 0a a bc a b c− − ≥∑
    (5) 

បនទ ប់មកេទៀតស្វុីត ( )5,1, 0  ម៉សូរ ស្វុីត( )4,2, 0  ដេូចនះ 

 
( )5 4 2

sym

2 2 0a b a b− ≥∑
     (6) 

េហើយជចុងេ្រកយ ស្វុីត ( )3, 3, 0  ម៉សូរ ស្វុីត( )3,2,1  ដេូចនះ 

 
( )3 3 3 2

sym

2 2 0a b a b c− ≥∑
     (6) 

េ យបូក (5), (6) នងិ (7) េយើងទញបន (4)។ អងគទំងពរីេសមើគន  ទល់ែតនងិមនែត a b c= = ។ 

VI. វសិមកីរ 
302. 3; 2 4;∞ . 303. ∞; 2 1 . 304. ; ∞ . 305. ∞; 1 2;∞ . 

306. 5; 1 . 307. ∞; √3
√
;
√

√3;∞ . 308. 2 4/√3; 1 3; 2

4/√3 . 309. ∞;∞ . 310. √ ; √ . 311. 1 √3 3 2√3; 1 √3

3 2√3  .  វសិមីករេនះសមមូលនងឹ 4 6 4 1 0 ។ េយើងកនំត់ 

 ែដល 0 ។ េ យ 0 មិនែមនជរសឺៃនពហុធេនះ ដេូចនះេយើងែចក 0 នងឹ  

េយើងទញបន 1⁄ 4 1/ 6 0 ។ ង 1⁄  េយើងទញបន 

4 8 0 ។ ដេូចនះ 2 1 √3  នងិ 2 1 √3 ។ ដេូចនះពហុធ  ច

សរេសរជ   2 1 √3 1   2 1 √3 1 ។ េ យ 

2 1 √3 1 0 ចំេពះ្រគប់  ដេូចនះវសិមីករសមមូលនងឹ 2 1 √3 1 0។ 

. 312. 1 √3; √ √3 1; √ .  ង 2/ . 313. 2; 0 2;∞ . 

314. 1; 2 . 315. ∞; 1 0; 1/2 1; 2 . 316. 1; 5/8 2; 7/3 3;∞ . 317. 

2; 1 0; 1 2;∞ . 318. 7; √37 5; 0 5; √37 7;∞ .  

319. 1; 0 . 320. ∞; 2 1; 1 2; 3 4; 6 7;∞ . 321. ∞; 1

3/2; 5/2 7/2; 4 . 322. 1/2; 1 . 323. 2; 1 . 324. 0; 1/3 0;∞ . 

325. √ ; 1 √ ; 0 √ ; 1 √ ;∞ . 326. ∞; 6 √ ; 4

4; 0 6; √ . 327. 0; √2 . 328. 1 2√2; 3 1; 3 . 329. 1 2;∞ . 

330. 0,5; 2 . 331. √3; 0 0; 2 . 332. 0,5;∞  ចំេពះ 1;∞ ; 0,5; 0,5 1

 ចំេពះ ∞; 1  . 333. 1; 3 . 334. 2;∞  ចំេពះ 2;∞ ;  ចំេពះ 
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∞; 2 . 335. ; 2,4 . 336. √ ; 1 . 337. 3; 4,8 . 338. 1; 2/√3 . 339. √ ; 1 . 

340. 3; 12 . 341. 2;∞ . 342. √ ;∞ . 343. ;∞ . 344. 2; √21 . 345. 3/2; 2

2; 26 . 346. 2; 1 1;∞ . 347. 0; 1/2 . 348. ;∞ . 349. 4; 0 4; 6 .  លកខខណ្ឌ

របស់វសិមីករ 24 2 0 នងិ 0 នេំ យេយើងទញបនចេន្ល ះពរី 4; 0  នងិ 

0; 6 ។ េយើងេឃើញថ 4; 0  ជចំេលើយរបស់វសិមីករ េ្រពះអងគខងេឆ្វងអវជិជមន ែដលតចូ

ជង១ជនចិច។ ចំេពះចេន្ល ះទពីរី េយើងទញបន  √24 2 ។ .  

350. 1; .  ង √ 1 √ 3 ។ េយើងទញបន 3 2 0។ ដេូចនះ 

1 2 សមមូលនងឹ 

√ 1 √ 3 1
√ 1 √ 3 2

1
 

 

េយើងពនិតិយវសិមីករទមួីយ។ សមមូលនងឹ 2√ 4 3 3 2  ។ អងគខង ្ត អំវជិជមនេបើ 

1 ។ ដេូចនះ 1;∞  ជចំេលើយរបស់វសិមីករ។ េលើកអងគទំងពរីៃនវសិមីករទពីរីជកេរ 

សំរលួរចួេហើយ េយើងទញបន √ 4 3  ។ វសិមីករេនះមនចំេលើយទល់ែត 1

0 (េ យគតិលកខខណ្ឌ វសិមីករទមួីយចូល)។ េលើអងគទំងពរីជកេរ េយើងទញបន 4 3

0។.  

351.  េយើងមន 

 1 1 1 1  (1) 

រ ឺ 1 1    (2) 

ម(១) េយើងមន 0 ចំេពះ្រគប់ ∞;0 1;∞  េហើយ ម(២) េយើងមន  

ចំេពះ្រគប់ 0; 1  ។ ដេូចនះ 0 ចំេពះ្រគប់  ។  

352.  អនគុមន ៍ ⁄  កនំត់ចំេពះ្រគប់  េលើកែលងែតចំចំនចុ , ,  

ែដលជចំនចុសូនយរបស់ពហុធ  ។ សនមតថ  ជចំេលើយមួយរបស់វសិមីករ 0 ។ ដេូចនះ 

 នងិ  មនសញញ ដចូគន  ដេូចនះ 0 មននយ័ថ  កជ៏រសឺៃន

0 ។ ចំេពះ  េយើងមន 0។ ដេូចនះ  មិនែមនជរសឺៃន 

 េទ។ ដេូចនះរសឺទំងអស់របស់ 0  កជ៏រសឺរបស់ 0  ែដរ ។ េយើង្រ យបញជ ក់

ដចូគន ថ រសឺរបស់ 0  កជ៏រសឺរបស់ 0 ែដរ។ េបើ  នងិ  មនតៃំលមនសញញ

េផ ងគន  ចំេពះតៃំល  សថិតកនងុែដនកនំត់របស់  េនះវសិមភព 0 នងិ 0 គម ន

រសឺ។ ដេូចនះវសិមីករទំងពរីសមមូលគន ។. 

353. 0. 354. – ; 0 អងគខងេឆ្វងកនំត់េបើ  នងិ 0 ។ េយើងមន 

√
1 √1 2 ។ េ យអនគុមន ៍ 1 √1 2 2 9
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2√1 2 7 េកើន េហើយេ យ 45/8 0 េនះ វសិមីករមនរសឺ 45/8 នងិ 

0 ។ 

355. – 1; 1 √    . េយើងមន √3 √ 1 មននយ័ចំេពះ 1 3 េហើយ

ជអនគុមនថ៍យ េហើយជប់េនេលើចេន្ល ះេនះ។ េយើងមន 1 2  នងិ 1 √    ។ 

ដេូចនះវសិមីករេផទ ងផទ ត់ចំេពះ 1 1 √   ។ 

356. លកខខណ្ឌ  
2 4
2 0            2 2 

េ យអងគទំងពរីៃនវសិមីករវជិជមន េនះេលើកអងគទំងពរីៃនវសិមីករជកេរ េយើងទញបន 

9 16 4 2 4 16 2 16 2 4 2  
9 16 8 48 16 2 8 
9 8 32 8 8 32 0                   1  

ង √ 8 32 0; 8 32 ។ វសិមីករសមមូលនងឹ 
8 8 0                            2   

េយើងមន 8 8  មន Δ 16 8 4  ។ ដេូចនះ  

មនរសឺ 
; 8 

វសិមីករ(២) សមមូលនងឹ min ; max ;  ។ េយើងមន 2 8 េ យ 

2 2 េនះ 2 8 0 ។ ដេូចនះ  
8      

8 32   
0
32
9

 

   
4√2
3 2 

VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
357. 0; 2  ចំេលើយរបស់្របពន័ធសថិតេនកនងុៃផទឆូត។ េយើងសង់បនទ ត់ 2 3 0។ េយើងចង់បន

តៃំលធបំំផុតៃន 2 3  ។ ចំេពះតៃំលេផ ងគន ៃន z េយើងគូសបនបនទ ត់្រសបនងឹបនទ ត់

2 3 0។ េនេពលែដល  កន់ែតធេំទៗ បនទ ត់្រតវូនងឹតៃំល  ទំងេនះឃ្ល តកន់ែតឆង យពី

គល់តរំយុ។ ដេូចនះ z ធបំំផុតែដលេផទ ងផទ ត់្របពន័ធជតៃំល  េនេពលែដលបនទ ត់ 2 3  កត់

មA។  
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358. 3; 1 . 359.  1. ចំនចុចង់បនគ ឺ 0; 1 ។ 360. 3; ; 3; . 361. 1 . 

362.  សមីករទី៣ នេំ យ 4 7 ។ ង ;  ។ សមីករ(១)នងិ(២) េទជ 
13 2 2 26 5 7 30 0
17 2 2 26 3 2 0

  

2 7 2 5 13 26 30 0     4
2 1 2 3 17 26 2 0       5

    

យកសមីករទ(ី៤)ដកទ(ី៥) េយើងទញបន 
4 8 8 4 52 32 0 

    
1
2 2 13 8  

ជំនសួចូលសមីករទ(ី៤) េយើងទញបន 
2 2 7 2 5 2 13 8 2 26 52 60

0 
    5 4 29 5 20 0 
    5 4 5 4 5  

េ យ 4 7 េនះ 5 4 0 ដេូចនះ 5 ។ េយើងទញបន 5 1 ។ ដេូចនះ 
5; 5 1 

ដេូចនះ ,  ជរសឺៃនសមីករ 5 5 1 0 ។ សមីករេនះមនរសឺេបើឌសី្រគសីមីណង់ 
Δ 3 7 0 

3    រ ឺ        7   
ែត 4 7 ដេូចនះ 7 ។ េយើងទញបន 6 ។ 

363.  គុណវសិមីករទមួីយនងឹ 2  រចួបូកចូលវសិមីករទពីរី េយើងទញបន 

3
4
1              1  

ព(ី១) េយើងទញបន 0  1 ។ 

េយើងមន 1 0    1 ។ ពនិតិយ្របពន័ធសមីករ 
2 7 1       4

3 10 5 2    5
 

េ យ 1 េនះ េបើ (4)នងិ(៥) មនរសឺ េនះ្របពន័ធវសិមីករកម៏នរសឺែដរ។ គុណសមីករទ៤ី

នងឹ 2  បូកចូលសមីករទ៥ី េយើងទញបន 
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2 7 1       4
3 0    5

 

  
3
1  

្របពន័ធេនះមនរសឺ។ ដេូចនះ 1 ជលកខខណ្ឌ ចំបច់នងិ្រគប់្រគន់េដើមបីេ យ្របពន័ធមនរសឺ។ 
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២. អនុគមនអ៍ុិចសប៉ូណងែ់សយល‐េ ករតី 

 

I. គណន 

364. 9.  365. ln 3. 366. ln| |.   367. 4 log | |.    

368. 3.  369. 2.  370. 1  371. 2.  

372. 0  
/

, ដេូចនះផលសងេសមើសូនយ។ 

373. 3 1 ; 374. ; 375. 5 6 4 .   េយើងមន 0,175

7/ 2 . 10 .។ ដេូចនះ log 0,175 log 7 2 log 2 1 ។ េយើងមន log 196 log 2 . 7

2 log 2 2 log 7 ; នងិ log 56 log 2 . 7 3 log 2 log 7  ។ េយើងទញបន log 2

; log 7  ។ ដេូចនះ log 0,175 4 log 7 2 log 2 1 5 6 4 . 376. 

3  ង log 12  េយើងមន 1 log 2⁄ log 2 . 12 3; log 24 1

; log 196 4 នងិ  ។ កេន មែដលេ យសមមូលនងឹ 1 3

4 3 ។ 

II. សមភព 

377. 1.   េយើងមន 

log 18
log 18
log 12

1 2 log 3
2 log 3  

log 54
log 54
log 24

1 3 log 3
3 log 3

 

ង log 3  េយើងទញបន 

5
1 2
2

1 3
3 5

1 2
2

1 3
3

6 5 1 5 1
2 3

5 6
2 3 1  

 

III. សមកីរ 

378.  log / 2 ; 2 log / 2 .  379. 1 √3; 0; 2; 1 √3 .   380. 1 √3; 1 √3  .  

381. log
√

6 ; 0  
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382.  2; 3 . ង 3 , 3  ។ សមីករែដលេ យមន ង 2 0 រ ឺ

0 ។ ដេូចនះ 3 3  ។ ...។ 

383.  2; 3 . ង 2√ , 2  េយើងទទួលបន 2 /4 រ ឺ

1 2 0 ។ េយើងទញបន 2 រ ឺ2  នេំ យ 4 ។ 

384. 11 .   េយើងបំែលងអងគខងេឆ្វងៃនសមីករ4 4 2

5 4
/

25 3 / ។ េយើងមន 25 3 / 50, 3 2 , 11 ។  

385. 4 . 386. 3;  1 . 387. 27 ; 388. 1    េយើងប្រងួមសមីករេទជ ង log 3

1 log 2  នេំ យ 4 5 0 នេំ យ 1 ។ 

389. 4 ; 390. 8 ; 391. 2 ; 392. 3 ; 393. 3; 3 √2 ; 394. 11;  6 √7; 6

√7;  1 ;  

395. 3 ; 396. 17 ; 397. 1 ; 398. 2 ; 399. √2; √6 . 

400. 2 / ;  2 /  ចំេពះ 0;  1/√2 1 √2⁄ ; 1 1;∞  េ្រកពេីនះ

សមីករគម នរសឺ។ 

401.  ចំេពះ 3;  7  េ្រកពេីនះសមីករគម នរសឺ។ 

402.  ចំេពះ ∞;  12 1 2⁄ ;∞  េ្រកពេីនះសមីករគម នរសឺ។ 

403. 1; 60 . ចំេពះ 1 អងគទំងពរីៃនសមីករេសមើសូនយ ដេូចនះ 1 ជរសឺមួយៃនសមីករេនះ។ 

ឥលូវេនះេយើងរករសឺេផ ងេទៀតែដលេផ ងពមួីយ។ គុណអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ  

េយើងទញបន 

1
1

log
1

log
1

log log 3 log 4 log 5 

   log 3.4.5 1;       60 
404. 1; √3/8 . 405. ; √10  . 406. ; 4 . 407. 3; 3 . 408. 1/625; 5 .409. √5; 5 . 

410. 10 . 

411. 1/4 . 412. 0; ; √ . 413. 2 . 414. 
√
; 8 . 415. 

√
; 1; 4 . 416. ; 1; 4 . 417. 

; 1; 3 . 

418. 5 . 419. 1; 1  ចំេពះ 1; √2 √2; 2 2;∞ ; 3  ចំេពះ 2 ។ 

420.  ចំេពះ 0; 1/√2 1/√2; 1 1;∞  ។  

421. 25  422. 1/9   423. √     424. 2  425. 3    

426. 1/3  427. 3; 10   428. 2; 4  429. log ; log    

430. 2   431. 2   432. 0   433. 1; 2   

434. 2   435. – log 3   436. – ; 99  437. – ; 10   

438. 1000  439. 0   440. ; 2; 1000   441. 0,2; 6   
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442. 2 .  ង 2 , 3  រចួេហើយេ ះ្រ យសមីករ 3 5

2 0 ជអនគុមនៃ៍ន  រ ឺ  ។ 

443. ; ∞  444. 1/16 4;∞ .  ង √ √ 2  សមីករែដលេ យេទជ 

log 6 log √2| | រ ឺ2 6 0 ែដលមនរសឺ 2 នងិ 3/2 ។ ដេូចនះ 

√ √ 2 2  √ 2 √ 2   4 ។ ជំនសួ √ √ 2

2√   1/16 ។ 

445. 2 .  ែចកអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ 13  េយើងទញបន  
5
13

12
13 1 

េយើងមន 1 ។ អនគុមន ៍  នងិ  ជអនគុមនចុ៍ះ។ ដេូចនះ 

- េបើ 2 េនះ ;     

  1   

- េបើ 2  េនះ 1 

ដេូចនះសមីករមនរសឺែតមួយគត់គ ឺ 2 ។ 

446. 3   447. 0   448. 3   449. 15  េហើយ 3។ 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 

េ ះ្រ យ្របពន័ធសមីករ 

450. | | / ; | | /  ចំេពះ 1; 0; 1  ។ 451. 1/2; 1/2   452. 9/2; 1/2  

453. 8; 1  454. 3/2; 1/2    455. √3; 1 ; √3; 1    456. 4; 1/2  

457. 0,1; 2 ; 100; 1      458. 2; 10 ; 10; 2    

459. 2; 1/6  460. 9 /2; /2 ; 2⁄ ; 9 /2  ចំេពះ 0; 1 1;∞  ។ 

461. 2; 4 ; 4; 2  462. ; ; ;  ចំេពះ 0; 1 1;∞ ; 1 ;

1 ; 1 ; 1  ចំេពះ ∞; 2 2; 1  ។ 

463. 3; 9 ; 9; 3  464. 3; 2   465. 2; 2 ; 2; 2  466. 12; 4  

467. 5; 1/2  468. 64; 1/4  469. 2; 4  

V. វសិមភព 

470.  េយើងមន 2 8 3 9  ។ 

471.  េយើងមន 1 1 ។ ចំេពះ 1 េយើងមន 

log
1

log
1

log
2
1 

log 1 log log 2 log 1  
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េយើងទញបន log 1 log 1  ។ 

472.  េ យ 27 25 េនះ log 27 log 9 log 25។ 

473.   មលកខណៈសីុេម្រទី េយើង ចសនមតថ ស្វុីត ( )ix  ជស្វុីតេកើន។ ដេូចនះ ស្វុីត ( )ln ix  កជ៏

ស្វុីតេកើនែដរ។ មវសិមភពេឆបី៊សិវ េយើងទញបន 

 
1 1 1

1
ln ln

n n n

i i i i
i i i

x x x x
n= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≥ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

⇒  1

1

1 1

n

i
ii

xn n nx
i i

i i

x x =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

= =

∑
≥∏ ∏  

474.   វសិមភពសមមូលនងឹ 

 ( ) ( ) ( )2 2 22 ln 2 ln 2 lnx yz x y zx y z xy z+ + + + +  

 ( )( )ln ln lnxy yz zx x y z≥ + + + +  

⇔  ( )( ) ( )( )ln lnx y x z x y z y x y− − + − −  

 ( )( ) ln 0z x z y z+ − − ≥  

េយើងមន ln , ln , ln 0x y z >  េ្រពះ , , 1x y z > ។ 

វសិមភពខងេលើមនលកខណៈសីុេម្រទ ី(ជំនសួ x  េ យ y  រ ឺេ យ z  គម នអ្វ ីែ្រប្របួល)។ ដេូចនះ 

េយើង ចសនមតថ x y z≥ ≥ ។ ដេូចនះ 

( )( ) ln 0z x z y z− − ≥  

បនទ ប់មកេទៀត អនគុមន ៍ ln  ជអនគុមនេ៍កើន េលើ +∗  េយើងទញបន 

 ( )( ) ( )( )ln lnx y x z x y z x y y− − ≥ − −  

េ្រពះ ក ្ត នមួិយៗ សុទធែត វជិជមនរសូឺនយ េហើយក ្ត នមួិយៗេនអងគខងេឆ្វង ធជំងក ្ត នមួិយៗៃន

អងគខង ្ត ។ំ 

VI. វសិមកីរ 

475. ∞;  2,5 0;∞   476. 1 √2;  2 0; √2 1  

477. ∞;  2 √2 2 √2;∞  478. ∞;  2 5/8;∞  

479. 7; √35 5; √35   480. 2; 7  

481. √5; 2 1; √5   482. 1; 1 3;∞  

483. √ ; √    484. 1; 1 2√2  

485. 2; 7 22; 27    486. 2; 4  

487. 1; 11/10    488. 1; 4  

489. 4; 1 √3 0; √3 1  490. 3; 5   491. 2; 5  
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492. ∞; 1 2;∞   493. 0; 10 10;∞  

494. 0; √2;∞    495. 0; 1 √3; 9  

496. 1/16; 1/8 8; 16   497. 0; 1/√27 ; √243 27;∞  

498. 1/16; 1/4 1/2; 2   499. 0; 1/2 32;∞  

500. log √ ;∞    501. 1;∞  

502. log √ ; log √   503. ∞; 1 log √5  

504. ∞; 0 log 3 ;∞   505. 0,01;∞   506. ∞; 1 0,1; 0  

507. log 5 √33 1;∞  508. ∞; 0 log 5 ; 1  

509. log √2 1 ; log 3   510. ∞; 0 0;∞  

511. 2;∞     512. 28/3;∞  513. log ;∞  

514. 3; √6 √6; 3   515. 1/2; 2   

516. 3; 1     517. 4; √  

518. 0; 2 4;∞    519. 1000;∞  520. 0; 4;∞  

521. √ ;∞  ចំេពះ 1;∞ ; 1;  √  ចំេពះ 0; 1  

522. 0; ; ;∞   

523. 1/ ;  ចំេពះ 1;∞ ; ; 1/  ចំេពះ 0; 1  

524. log 4 √16 ; 3 log 2  ចំេពះ 0; 1 ; log 4 √16 ;∞  ចំេពះ 
1;∞  

525. 3; 4 5;∞    526. 1; 2  

527. 0; 1/2 1; 2 3; 6  528. 3; 2 1; 0 1; 3  

529. ;    530. 2; 1; 3  

531. ;     532. 3; 1  

533. 0; √ 1;∞   534. 1; 1/2 1; 2 2;  

535. 3; 5 √3 7;∞   536. 1; 2  

537. 0; 3 4; 6 6; 12 14;∞  

538. 0; 4     539. 2; 4   540. ; 4  

541. 1; 2     542. 0; 2   543. 1/√5; 1 3;∞  

544. 1;∞  
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VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 

545. 8   546. 4   547. 0; 1/  ចំេពះ 1;∞ , 0;  ចំេពះ 

0; 1  ។ 
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៣. ្រតីេកណម្រត 

 

I. គណន 
548. ក) √2 ;   

ខ) 1   sin cos sin cos 2 sin cos ; 

sin cos 1 2 sin cos . 

549. ក) 2;  ខ) 3  

550. √ ;  551.   ង 40°  ។ cos 70° cos 30°
√ cos sin  ។ េ យ 0 45° េនះ cos 0 ដេូចនះ cos √1  ។  

552. 1073/1105;   553. sin 3 , cos 3 , tan 3 117/44. 

554. tan 2 ;  555. tan  ; 556. tan 2 ;  557. cosec  

558. 1/2.   

cos
2
7

cos
4
7

cos
6
7

2 sin 7
2 sin 7

cos
2
7

cos
4
7

cos
6
7

sin 37 sin 7 sin 57 sin 37 sin sin 57
2 sin 7

sin 7
2 sin 7

1
2 

559. 1.  បំែលងជ  

560.  1 3⁄   sin cos /
/

/
/

1,4 ។ ដេូចនះ 2,4 tan /2

2 tan 2⁄ 0,4 0  tan /2 1 3⁄ ; tan /2 1 2⁄  ។ េយើងមន 0 2⁄

8⁄ ; tan 8⁄ √2 1 1/2 ។ 

561.    មសមមតកិមម េយើងទញបន 0 , 0 , tan tan 1 ។ 

ដេូចនះ 

tan 2
tan 2 tan 2
1 tan 2 tan 2

1
3 cot 2

2
3 tan 2 cot 2

1 1
3 cot 2

2
3 tan 2 cot 2

 
cot 2 

   tan 2 cot 2 0 

   cos
2

0 
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    2 2 

 

562.  √   cos 292°30 sin 22°30 ° ; 

563. 4  cosec 10° √3 sec 10°
° √ °

° °
° °
°

4 

564. √3  
2 cos 40° cos 20°

sin 20°
cos 40° 2 sin 30° sin 10°

sin 20°
sin 50° sin 10°

sin 20°
2 cos 30° sin 20°

sin 20°
√3 

565. 4  េយើងមន 

2√2 sin 10° 2 sin 35°
sec 5°
2

cos 40°
sin 5°

2√2 2 sin 35° sin 10°
1
2 sin 10°
cos 5°

cos 40° sin 10°
sin 5°

  2√2 2 sin 35° sin 10° sin 5° 2 cos 40° cos 5°  
  2√2 2cos 45° sin 5° cos 25° cos 35°  
  2√2 √2 sin 5° 2 sin 30° sin 5° 4 

566. 3/4  េយើងមន 
cos 73° cos 47° cos 73° cos 47°

1 cos 146°
2

1 cos 94°
2

1
2
cos 120° cos 26°

1
2
3
2 cos 146° cos 94° cos 26°

1
2
3
2 cos 180° 146° 2 cos

120°
2 cos

68°
2

1
2
3
2 cos 34° cos 34°

3
4 

567.   េយើងមន 
sin 6° sin 66° sin 78° sin 42° 2 cos 60° sin 18° 2 sin 30° cos 36°

sin 18° sin 54°
2 cos 36° sin 18°

cos 18° cos 18°
2 cos 36° sin 36°

2 cos 18°
sin 72°
2 cos 18°

1
2 

568. 1 √2⁄  ;   569. 1 ; 570. 0  tan 20° °
°
  

571. 1/5  េយើងមន 

cot 36° cot 72° 1 1 1
cos 108° cos 36°
sin 36° sin 72° 1 cot 36° cot 72°

1
cos 36° cos 72°

1 cot 36° cot 72°
2.2 sin 36°
sin 144°

1 4 cot 36° . cot 72°;  5cot 36° cot 72° 1  cot 36° cot 72°
1
5 
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572. 433 េយើងមន 

tan 3 18 tan 6
1
3 

tan 3
5
18 tan

5
6

1
3 

tan 3
7
18 tan

7
6

1
3 

ដេូចនះ ; ;  ជរសឺបីៃនសមីករ tan 3  ។ សមីករេនះសមមូលនងឹ 

3 tan tan
1 3 tan

1
3
         

tan 6 tan 9 tan
9 tan 6 tan 1

1
3
 

  3 tan 25 tan 33 tan 1 0 
ង tan 0 េនះ tan ;  tan ;  tan  ជចំេលើយៃនសមីករ 

3 27 33 1 0 ។ ម្រទឹស្តីបទែវយត េយើងទញបន 
27
3 9; 

33
3 11 

1
3 

ដេូចនះ 
   

3 3  

9 3.9.11 3.
1
3 433 

573. េយើងមន 
sin 1999 0
0 1999 ; 1,2, … ,1998    1  

2 sin
1
2 cos 2 cos 4 cos 1998  

sin sin sin 3 sin 3 sin 5 sin 1997 sin 1999  
sin 1999  

 
sin 1999
sin 2

1
2 cos 2 cos 4 cos 1998 , 0,     2  

េយើងដងឹថ ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់វជិជមន  េយើងមន cos  ជពហុធដេឺ្រកទី  ៃន cos  េហើយ

ែដលមនេមគុណរបស់តួដេឺ្រកទី  េសមើ 2  (ពហុធ Tchebyshev)។ ដេូចនះ  2 cos 2

cos 4 cos 1998  ជពហុធដេឺ្រកទ ី1998 ៃន cos  េហើយែដលមនេមគុណរបស់តួដេឺ្រក

1998 េសមើ 2.2 2  ។         

 (3) 

ព(ី១)(២)នងិ(៣) េយើងទញបន 
sin 1999
sin 2

1
2 cos 2 cos 4 cos 1998  
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2 cos cos 1999  

ែតេយើងមន cos cos ; cos cos ;… ; cos cos ; េនះ  

sin 1999
sin 2 cos cos 1999  

2 cos cos 1999       4  

កនងុ(៤) េយើងយក /3 េយើងទញបន 

sin 19993
sin 3

2
1
4 cos 1999  

sin 3 666

sin 3
2

1 4 cos 1999
2  

1 4cos 1999 1 

ដេូចនះ 1 ។ 

 

II. សមភព 
574. 575. 

576.     ។  

577. 578. 579. 580. 581. 582. 583. 584. 585. 586. 587. 588. 589. 590. 591. 592. 593. 594. 

595.   

596.  េយើងមន 
16 sin 10° sin 30° sin 50° sin 70° 8 cos 80° cos 40° cos 20°

4 cos 80° cos 40°
 2sin 20° cos 20°

sin 20° 2 cos 80°
2 sin 40° cos 40°

sin 20°
2 cos 80° sin 80°

sin 20°
sin 160°
sin 20°

sin 180° 160°
sin 20° 1  

597.  េ្របើរបូមន្ត 2 cos 1 cos 2 , 2 sin 1 cos 2   

598.599. 

600.  េ្របើរបូមន្ត 1 sin sin cos   

601. ង 2 2 ... 2n
n

R = + + + ។ េយើងមន  
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1 2
2 2 cos

2
R

π
= =  

2 2
2 2 2 2 cos

2
R

π
= + = +

3 3
2.2 cos 2 cos

2 2

π π
= =  

សនមតថ 
1

2 cos
2

n n
R

π
+

= ។ េយើងមន 

1 1 2
2 2 2 cos 2 cos

2 2
n n n n
R R

π π
+ + +

= + = + =
 

602.  េយើងមន 

2cos 2 2 cos 1x x= −  
( )cos 3 cos 2 cos 2 cos sin 2 sinx x x x x x x= + = −  

   ( )2 22 cos 1 cos 2 sin cosx x x x= − −  

   34 cos 3 cosx x= −  
( )cos 1 cos cos sin sinn x nx x nx x+ = −   

( ) ( )cos cos 1 cos sin 1 sinnx n x x n x x= − + −   

⇒ ( ) ( )sin 1 sin cos cos 1 cosn x x nx n x x− = − −  

( ) ( )sin sin 1 cos sin cos 1nx n x x x n x= − − −  

⇒ ( ) ( )2sin sin sin 1 sin cos sin cos 1nx x n x x x x n x= − − −   

 ( ) ( ) ( )2cos cos 1 cos 1 cos cos 1nx n x x x n x⎡ ⎤= − − − − −⎣ ⎦  

 ( )cos cos cos 1 cosnx x n x x= − −  

 ( ) ( )2cos 1 cos cos 1n x x n x− − + −  

⇒ ( )cos 1n x+  ( )2cos 1 cos cos 1x x n x⎡ ⎤= + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

  ( ) ( )2
11 cos cos cosnx x T x−= + −  

  ( )1 cosnT x+=  

603.  េយើងមន 

3 2√2 √2 1 3       √2 1
1

√2 1
3     1  

ង 2 √2 1 0 ។ សមីករ(1) សមមូលនងឹ 

4
1
2 3    4 3

1
2          2  

អនគុមន ៍ 4 3  មន  ែខ េកងកត់អ័ក ប់សុីស្រតង់ចំនចុបីសថិតេនកនងុចេន្ល ះ 

1; 1  ។ មននយ័ថសមីករ(២)មនចំេលើយ 1; 1  ។ ង cos  ែដល 0;  ។ 
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េយើងទញបន 

4 cos 3 cos
1
2     cos 3

1
2 

   9
2
3       

េ យ 0;  េនះ  ; ;  ។ ដេូចនះសមីករមនរសឺបីគ ឺ cos ; 

cos ; cos  ។ េយើងមន ; 0 ។ ដេូចនះមនែត cos  ែតមួយគត់ែដលេផទ ងផទ ត់ 

0 ។មននយ័ថ √2 1 2 2 cos   ។ 

604. េយើងមន 

sin 7 sin
2
7 sin

3
7

1
2 1 cos

2
7 1 cos

4
7 1 cos

6
7  

3
2

1
2 cos

2
7 cos

4
7 cos

6
7  

ង cos cos cos  េនះ 

2 sin 7 . 2 sin 7 cos
2
7 2 sin 7 cos

4
7 2 sin 7 cos

6
7  

2 sin 7 . sin
3
7 sin 7 sin

5
7 sin

3
7 sin sin

5
7  

2 sin 7 . sin 7       
1
2 

  sin 7 sin
2
7 sin

3
7

3
2

1
2

1
2

7
4 

III. សមកីរ 
605. ; 2 3 /4|  

606. 2 6⁄ ; 2 /2|  

607. 2⁄ 1 12⁄  |  

608. ; arccos
√
   

‐2

‐1.5

‐1

‐0.5

0

0.5

1

‐1.5 ‐1 ‐0.5 0 0.5 1 1.5

y
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609. /4; 2 3⁄  |  

610. 1 /6 |  

611. 2 /3 |  

612. 1 arcsin    

613. 2 2 /3 |  

614. 5 2 2⁄ ; 5 |   

615. ; 2 /6|   

616. /4; arctan 3|   

617. arctan 1/2 ; arctan 2|   

618. /6; /3|   

619. 3 /4; arccot 2|   

620. 1 /4; arccot 2|   

621. 1 /4|   

622. 2 arctan 1/2 |   

623. /2 /8|   

624. arcsin 2 2 √3    

625. arcsin 1 √3 2    ចំេពះ ;  

626.       

627. ; arccos       

628. 1 arcsin √       

629. 5⁄ 1 20⁄ 6/5 |    

630. 2⁄ /4 |   

631. 2 1  |   

632. ; 2 ; 2 arccos 2/3        

633. 4⁄ ; 3⁄  |    

634. 2 ; 2 2 3⁄ ; 2 arccos √       

635. arctan 5 |    

636. /4 |    

637. /4 |    

638. 2 4⁄ ;  2 2⁄ |    

639. 2⁄ ;   arctan 1/4 |    
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640. 4⁄ ;  2 2 3⁄ |    

641. arctan 2|    

642. 2 ; /4|    

643. /4; |    

644. /4|    

645. ; arctan 2     

646. 4⁄ ; arctan 1/4 |    

647. ; arctan 3/5     

648. arctan 2 ; arctan 3/4 |    សរេសរអងគខង ្ត ជំ 2 sin

cos  រចួែចកអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ cos  ។ 

649. ; arctan 5     

650. arctan √4     

651. 4⁄ ; /3|    បំែលងអងគខង ្ត ៃំនសមីករជ 3 sin cos
sin 3 3 sin cos 3 sin 3 sin cos 3 cos sin cos
3 cos tan 1  
652. /2|    បំែលងអងគខង ្ត ៃំនសមីករជ 1 sin cos sin
2 sin cos cos  
653. 2 ; 2 /3|   

654. 2 12⁄ ; 2 7 /12|   

655. 2 5⁄ 5⁄ ; 2 /5 2 /15|   

656. 2 ; 2 /2|   

657. 2 5 /3|   

658. ; 2 1 ; 1 2    

659.    

660. /4|  4 2|  

661. 1 3 |  

662.  

663. |   បំែលងសមីករជ 2 tan 3 tan 2 tan2 1 tan 3 tan2  (១)។ 

េបើ 1 tan 3 tan 2 0 េនះ  
sin 3x sin 2 cos 3 cos 2

cos 2 cos 3 0 
cos

cos 2 cos 3 0 
1

cos 2 4 cos 3 0 

មិនមនរសឺ។ ដេូចនះេយើង ចែចកអងគទំងពរីៃនសមីករ(១) នងឹ 1 tan 3 tan2 បន។ សមីករ

(១)េទជ 
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2
tan 3 tan 2
1 tan 3 tan 2

tan2  
2 tan tan 2  

2 tan
2 tan

1 tan  
tan 0 

664. 90° 25°|   

665. 2 |  

666. 2 /2|   

667. ; /2   

668. 2 2arctan 5|  

669. 2 2arctan 3 ;  2 2 arctan 3/11  

670.    

671. ; /2  

672. 2 /3 2 9⁄ ; /3 /6|  សរេសរសមីករជ ង cos 3 3
2 cos 2 3 2 
673. ; 2⁄ /12|   សរេសរសមីករជ ង 2cos 2 2 1 cos 3 2  

674. 3 |  

675. ; 1  

676. 2 ; 4 2 /3|  

677. ; 2 /2   េ្របើសមភព 

sin
3
4 2 sin

3
4 2 sin 4 2  

sin 4
3
2 sin 4

3
2 sin 3 4 2  

678. /4|   

679. 2 arccos
√

arctan  ចំេពះ  ;  ចំេពះ 

  ែចកអងគទំងពរីៃនសមីករនងឹ √  េយើងទញបន 

√
cos

√
sin

√
    1  

េយើងមន  

√ √
1 

 

េហើយ  

1
√

; 
√

1 
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ង √⁄ cos ;  √⁄ sin  ។ សមីករ(១) េទជ 

cos cos sin sin cos
√

    2  

សមីករ(២) មនរសឺេបើ  
| |

√
1    

េយើងទញបន 

2 arctan / ,      3  

ែដល 2 arctan  ,  ។ ្រតង់េនះេយើងសនមតថ 0 ។ ករណី 0 សមីករេទ

ជ sin  ។ ករណី 0 គុណសមីករនងឹ 1 ។ 

680. /8|  

681. ;  

682. ;   

683.   

684. ;  

685. ; √ ; ; 0; 1; 2;…   

686. /4|  

687. /4|  

688. ; 2  

689. ; 2 6⁄ |  

690. 4⁄ ; /2|  

691. 2 3⁄ ; 4⁄ ; 2 /2|  

692. /2|  

693. /2|  

694. ;  

695. |  

696. 5⁄ ; 3 /8|  

697. 4 ; ;  

698. ; ; 2  

699. ;  

700. 2⁄ ; 6⁄ 24⁄ |  

701. 4⁄ 8⁄ ; 3⁄ 1 18⁄ |  

702. 5⁄ 1 30⁄ ; 4⁄ 16⁄ ; 3 /4|  
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703. 2⁄ ; 1 6⁄ ; 2 2 /3|  

704. /2; 2 2 /3|  

705. 2 1   7 4|   

706. |    

707.    

708.    

709. 3⁄ 6⁄ ; 5⁄ 10⁄ |    

710. ; 5⁄ 10⁄ |    

711. ; 3⁄ 6⁄ |    

712. 5 12⁄ ; 1 4⁄ |    

713. 2⁄ ; 6⁄ |    សមីករសមមូលនងឹ 1 cos 2 2 sin 2
1 cos 6 ;  2 sin 2 cos 2 cos 6 0  2 sin 2 2 sin 2 sin 4 0  

714. 2⁄ ; 10⁄    

715. 2⁄ ; 2 11⁄ 11⁄ ; 2 5⁄ |    

716. arccos    

717.    

718. 7 |    

719. 1      សមីករសមមូលនងឹ sin cos 3 1 cos 2

cos sin 3 1 cos 2 ;  sin cos 3 cos sin 3 cos 2  

sin 4 sin 4 ;  sin 4   ។ 

720.      

721. 1      បំែបកអងគខង ្ត ៃំនសមីករ sin 2 sin sin

sin cos 2 cos 2 sin cos 2 sin sin 3 sin sin

sin 3  

722.      

723.      

724. ; /6 |    

725. ; /6 |    

726. arccos       

727. arccos ; arccos       

728. /2|    

729. /8|    
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730. /6|    

731. 2⁄ 4⁄ ; /2|    

732. 2⁄ 4⁄ ; arccos √    

733. ; arcsin √    

734. ; 2 1     ង sin cos   1 sin 2  ។ 

735. ; 1    

736. 2 ; 2 ; 2 ;    

737. 2 ; 2 ;     

738. 2 ; 1 arcsin
√

1     

739. 4 2⁄ ; 4 11 6⁄ |  ;   4 5 6⁄ |   

740. 2 5 /6|     េ ះ្រ យសមីកររក tan  ជអនគុមនៃ៍ន sin  េយើងទញបន 

tan
2
√3

2 sin
1
2 /2 

សមីករមនរសឺទល់ែត sin 1/2 នងិ tan 1/√3 ។ 

741. 2 ; 2 /2|     

742. 2 /4|     

743. 2 1 4 |     សំរលួសមីករជ 

sin
5
4 cos 2        1  

េ យ sin 5 /4 1, cos 1 េនះសមីករ(១) មនរសឺទល់ែត sin 5 /4 1 នងិ cos

1 ។ 

744. 3⁄ ; 2 /2|    

745. arctan ; arctan     

746. 2 ; 2 ;   

747. /6|    

748. 2 3 /4|    

749. 2 arccos √   

750. 2 8⁄ ; 2 3 8⁄ |  

751. ; 6⁄  

752. 2 2⁄ ; 2 6⁄ |   

753. 2 ; 2 2⁄ |   

754. 2 ; 2 7 8⁄ ; 2 ; /4   
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755. 2 ; /4|   

756. 3⁄ 1 /8|   

757. arctan   

758. 2 12⁄ ; 2 7 12⁄ |   

759. 2 6⁄ ; 2 3⁄ 5 /18| ,  

760. 4 13 /6|   

761. 2 arccos 1/3 |  

762. 2 arccos 1/10 |  

763. |   

764. log 4⁄ /8 |   

765. 1; ; ;   

766. សមីករទំងពរីមិនដចូគន េទ។ សមីករទមួីយមនរសឺ 4⁄ ; 2⁄ |  សមីករ

ទពីរីមនរសឺ 4⁄ |  ។ 

767.  √5 1; 2  

768.  យក 0 េយើងទញបន 1 cos  ។ នេំ យ 0 ។ េយើងទញបន 
a cos 1 cos 1       

េបើ 0 េនះ (*) ពតិចំេពះ្រគប់  ។ េនះេយើងសិក ករណី 0 ម្តង។ េ យ(*) ពតិជនចិច 

េនះ យក 2  េយើងទញបន cos 2 1 នេំ យ 2 2 ,  ដេូចនះ 
, 0 

យក   ជំនសួចូល(*) េយើងទញបន 

cos
2

1 0 

េ យ 0 េនះ cos 1; 2 ;  ។ េយើងទញបន  ។ េ យ  េនះ 

1 ។ 

េបើ 1; 0 េនះ cos 1 cos 1   ពតិ្រគប់   ។ 

េបើ 1; 0 េនះ cos 1 cos 1   មិនពតិ្រគប់   ។ 

ដេូចនះសមីករពតិ្រគប់  េបើ 0; 0  រ ឺ 1; 0  ។ 

 

 

IV. ្របពន័ ធសមកីរ 
769. 2 arccos √ ; 2 arccos √ |  

770. ; |   
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771. 2 arccos
/

; 2 arccos
/

|  ចំេពះ 

2 cos ; 2 cos  

772. 4 arcsin 2 ; 6 arcsin 2 | ,  

ចំេពះ ∞; 0  

773. ; ; ; | ,   

774. ; 2 | ,  

775. 2 ; 2 ; 2 ; 2 ;  2 ; 2 ;  2

; 2 | ,  

776. ; 1 | ,   

777. 2 ; 1 | ,   

778. 2 ; 2 arccos | ,  ចំេពះ 3; 3 ; 

2 ; 2 ; 2 ; 2 1 | ,  ចំេពះ 3 

779. 2 arccos ; arctan 2 ; 2 arccos ; arctan ,

 ចំេពះ ∞; 3 1;∞ ; 2 arccos ; arctan 2 ,  

ចំេពះ 3; 1 ; 2 arccos ; arctan ,  ចំេពះ 1; 1  

780. 1  ; arctan
√

,   

781.  ង tan ; tan ; tan  ។ េយើងទញបន 
     1
      2  

ក) េបើ 0 េនះ 0 េយើងទញបន ; ; ; ;  

ខ) េបើ 0 េលើកសមីករទ(ី២)ជកេរ េយើងទញបន 
 

មវសិមភពកូសីុ ្វ ត េយើងទញបន 
 

    
              4  

សមីករទ(ី១) នេំ យ 
2  

េហើយ ម(៤) េយើងទញបន 
2  

0 
0
0
0
 

; 0 ; 0; ; 0 ; 0;  
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arctan ; ;
; arctan ;
; ; arctan

 

ដេូចនះចំេពះ្រគប់  សមីករមនចំេលើយ 
arctan ; ;
; arctan ;
; ; arctan

 

V. វសិមភព 
782.  េ យ 6⁄ 3⁄  េនះ 1 sin⁄ 2 នងិ 1 cos⁄ 2 ។ ដេូចនះ 

0
sin

4 sin 4 sin 2 ; 0
cos

4 cos 4 cos 2 

   tan
sin

4 sin 0; tan
cos

4 cos 0 

ករណី  េនះ cos cos   េយើងទញបន 

tan
sin

4 sin tan
cos

4 cos   tan
cos

4 cos   tan
cos

4 cos 1 

ករណី  េយើងទញបន 

tan
sin

4 sin tan
cos

4 cos   tan
sin

4 sin tan
cos

4 cos 2 1 

ករណី  េនះ sin sin   េយើងទញបន 

tan
sin

4 sin tan
cos

4 cos   tan
sin

4 sin   tan
sin

4 sin 1 

783.  វសិមភពសមមូលនងឹ 
4 tan tan tan 4 tan tan tan 3

1 tan 1 tan 1 tan  

4
1

cos 1
1

cos 1
1

cos 1 4
1

cos
1

cos
1

cos 3 3
1

cos
1

cos
1

cos  

cos cos cos
3
4 

1 cos 2
2

1 cos 2
2 cos

3
4 

2 cos 2 cos 2 4 cos 1 0 
4 cos cos 4 cos 1 0 
4 cos 4 cos cos 1 0 
2 cos cos sin 0  

ពតិ។ 

784.  េយើងមន 

1 sin 14 sin
3
14 sin 14 sin

5
14 sin

3
14 sin

7
14 sin

5
14 

2 sin 14 cos 7 cos
2
7 cos

3
7                 1  
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1 sin 14
2 sin 14

cos 7 cos
2
7 cos

3
7                 2  

cos 7
1
2 cos 7 cos

3
7 cos

5
7 cos 7 cos

4
7 cos

2
7  

cos 7 cos
2
7 cos

3
7 cos

2
7 cos

3
7 cos 7         3  

ង cos ; cos , cos  ។ ម(២) នងិ (៣) វសិមភព ចសរេសរជ 

3              4  
េ យ , , 0 េនះ (៤) ចសរេសរជ 

3  
0      5  

េ យ , ,  មនតៃំលខុសគន  េនះវសិមភព(៥)ពតិ។ 

785.  េ យ ;  េនះ 
1
2 sin 1      sin 1 sin

1
2 0;    1; 2; … 2  

sin
3
2 sin

1
2 0 

sin
1

2 sin
3
2 

  sin
1
2

1
sin

3
2 2 3  

មវសិមភពកូសីុ េយើងមន 

sin
1
2

1
sin 2 

1
2  

េយើងទញបន  ។ េយើងមន 1800;  20 ។សញញ េសមើេកើតមនទល់ែត 
sin 1 រ ឺsin  នងិ ∑ sin ∑  ។ ង  ជចំននួsin 1 នងិ  ជ

ចំននួ sin  ។ ដេូចនះ 

2 ;
1
2

1
2     

ដេូចនះ  តូចបំផុតេសមើ 20 ។ 
786.  េយើងមន 

tan 4 tan 4 4  

  tan 4 tan 4 tan 4 tan 4 tan 4 tan 4 tan 4 tan 4 tan 4
1 tan 4 tan 4 tan 4 

មវសិមភពកូសីុេយើងទញបន 
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tan 4 tan 4 tan 4 3 tan 4 tan 4 tan 4 

tan 4 tan 4 tan 4 tan 4 tan 4 tan 4 3 tan 4 tan 4 tan 4  

ដេូចនះ 

1 tan 4 tan 4 tan 4 3 tan 4 tan 4 tan 4 3 tan 4 tan 4 tan 4  

ង tan tan tan 0 ។ ដេូចនះ 

1 3 3  
2 √3; រ ឺ  2 √3 

េ យ , ,  ជរង្វ ស់មំុកនងុៃន្រតេីកណ េនះ 0 1 ដេូចនះ 2 √3 ។ មននយ័ថ 

tan 4 tan 4 tan 4 2 √3  

សញញ េសមើេកើតមនេពល tan tan tan 2 √3  រេឺពល  ។ ដេូចនះតៃំលធំ

បំផុតគ ឺmax 2 √3 ។ 

787.  េយើងមន 0 1 /2 ដេូចនះ 0 ; 0 /2 ។ វសិមភព ច

សរេសរជ 
tan sin cos 1 

ង tan sin cos  ។ េយើងនងឹបង្ហ ញថ 
1 , 0,1,2, … , 1 

េយើងមន 1  
  tan 1 sin cos tan sin cos  
cos cos sin tan 1 tan  

cos sin
sin sin

cos 1 cos  

cos
1

cos 1 cos  

cos cos 1 cos 1 
ពតិ។ ដេូចនះ 1 0 1 ពតិ។ 

788.  េបើ , ,  ជមំុកនងុៃន្រតេីកណ េនះ 

cot 2 cot 2 cot 2 cot 2 cot 2 cot 2 ; 

tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 1 

វសិមភពសមមូលនងឹ 

27 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 4 cot 2 cot 2 cot 2  

tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2 tan 2
4
27 
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ង tan tan ; tan tan ; tan tan  ។ ដេូចនះ , , 0; 1 

េហើយវសិមភពសមមូលនងឹ 
4
27       1  

ង  ។ សនមតថ 0; 0  ;  ។ 

ដេូចនះ 

x
1
2

1
2  

1
2  

2 4. 2 2 2   

េ្របើវសិមភពកូសីុ ចំេពះត ួ , ,  េហើយេ យដងឹថ  េយើងទញបន 

4 2 2
1
2

3 4 3
4
27 

789.  ង , ,  ជរង្វ ស់្រជុងឈមនងឹមំុ , ,  ។ ម្រទឹស្តីបទសីុនសុ េយើងមន 

sin
2

; sin
2

; sin
2

 

       

ម្រទឹស្តីបទកូសុនីសុ េយើងទញបន 
2 cos  

|cos |
| 1|

2
| 1|

 

  sin 1 cos 1
1 2 1

 

sin
√2 1

 

សញញ េសមើេកើតមនេពល  រ ឺ ។ ដេូចនះ max sin √  ។ 

790.  េយើងមន 
 tan 2 tan cot tan cot 2 tan cot  

tan cot 2 tan cot 2 
1

sin cos 2 2 

4
sin 2 4 2 2 

4
cos 2
sin 2

2 2 

4
tan 2 2 2 
16

tan 2
16

tan 2 2 



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | V. វសិមភព 183 

 

ង tan 2      16⁄ 16⁄ 2 ។ ដេូចនះ 

sin cos 16
1

sin
1

cos
1

sin
1

cos 4 
16 4 3 cot tan cot tan 4 

មវសិមភពកូសីុ េយើងមន 
cot tan 2 
cot tan 2  

សញញ េសមើេកើតមនេពល tan 1 ។ ដេូចនះ 
sin cos 16 4 3.2 2 4 196 

សញញ េសមើេកើតមនេពល     ។ 

791.  ជដំបូងេយើងបង្ហ ញថវសិមភព  

         1  

ពតិចំេពះ្រគប់ , ,  ែដល ; 0 ។ េយើងមន 

            
    
     

   0  
ពតិ។ 

កនងុ្រតេីកណ  មួយ េបើ  េនះ  ែដល , ,  ជរង្វ ស់្រជុងឈមនងឹមំុ 

, ,  ។ េយើងមន 2 sin 2 sin 2 sin  ដេូចនះ sin sin

sin  ។  

ែដនកនំត់របស់  : 
sin
sin

0
sin
sin 0

  
sin
sin
sin
sin

   sin
sin  

ចំេពះ sin  : 

េ្របើវសិមភព(១)ចំេពះ sin 0 
sin
sin

sin sin
sin sin 0 

sin
sin

sin sin
sin sin

sin sin
sin sin  

     0
sin sin
sin sin

1 

សញញ េសមើេកើតមនេពល sin  ។ េហើយ 

sin sin
sin sin 1 1   

sin sin
sin sin 4 

   sin sin 4 sin 4 sin  
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0 3 sin sin 4 sin  
0 3  sin sin sin sin  

ពតិ។ 

ចំេពះ sin : េយើងមន 

√1 √1 1 1 

ដេូចនះ min 1 េពល sin  ។ 

VI. វសិមកីរ 
792. 2 ; 2 ;  ; 

793. 2 2 3⁄ ; 2 2 /3 ; ; 

794. arctan 2 ; /3 ; ; 

795. ; /2 3 4⁄ ; 1 ;  

796. – 4⁄ 2 ; 6⁄ 2 5 6⁄ 2 ; 5 4⁄ 2 ;  

797. 2 ; 2 7/8 ;  

798. ; ;   cos sin 3 cos 3 sin sin 4  

799. ; /6 ; /4 ;   

cos cos 2 cos 3 cos 2  

800. ;   

801. ; ;    sin cos

cos 4  

802. arccos ; 1 arccos ;    8 sin cos 2 sin

cos 4 sin 2 sin . cos cos  បនទ ប់មកេទៀត 4 sin 2 sin . cos
cos 0,   
803. ; ; ;   

804. 2 arcsin √ ; 2 arcsin √ 2 1 ; 2 ;   

ង sin cos  

805. arctan √2 1 ; arctan √2 1 ;  

806. arcsin √ ; 1 arcsin √ ;  

807. 2 7 6⁄ ; 2 6⁄ ;  

808. 4⁄ ; 2⁄ ;  

809. 1 4⁄ ; 3/4 ;  

 



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | VII. ្របព័នធវសិមីករ 185 

 

 

VII. ្របពន័ ធវសិមកីរ 
810. េ យ 0 /4 េនះ cos 0 ។ ែចកសមីករទមួីយនងឹ cos  នងិ ង tan  

េយើងទញបន 
4 6 3 2 1 1 2 2 4 3 1 0 

4 6 6 3 6 3 2 4 4 3 4 3 0 
1 2 3 2 1 4 3 0 

1 2 4 3 0 
 េយើងទញបន 1 ែដល្រតូវនងឹ  ជរសឺមួយៃន្របពន័ធ។ ដេូចនះ្របពន័ធមនរសឺែតមួយគត់េបើ 

លកខខណ្ឌ មួយកនងុចំេនមលកខខណ្ឌ ខងេ្រកម្រតវូបនបំេពញ 

១) សមីករ 2 4 3 0 មន Δ 4 3 0  1 3  

២) សមីករ 2 4 3 0 មនរសឺមួយគត់េសមើ 1 ។ ដេូចនះ 1 2 4 3

0; 1។ េបើ 1 េនះ Δ 0 សមីករមនរសឺមួយគត់។ 

៣) សមីករ 2 4 3 0 មនរសឺ 0 ដេូចនះ 
Δ 0; 4 3 0; 2 0 

វសិមីករេនះគម នរសឺ។ 

ដេូចនះេដើមបីេ យ្របពន័ធមនរសឺមួយគត់ 1 3 ។ 

 



186 ៣. ្រតីេកណម្រត | លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត 
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៤. ពហុធ 

 

I. គណន 
811.  លកខខណ្ឌ ែដលេ យសមមូលនងឹ  

. ;   ,                   1  
កនងុ (1) េយើងយក 0 េយើងទញបន 

0 0  
ដេូចនះ 0 1 រ ឺ 0 0 ។  

១) េបើ 0 1 េនះ កនងុ(1) យក 0 េយើងទញបន 0 . 0  េនះ 
1;   

២) េបើ 0 0 េនះ  ែដល  ជពហុធមនដេឺ្រកទបជង  មួយឯក ។ 

លកខខណ្ឌ (1) េទជ 
. , ,  

េនះ . ;   ,  ។  ដេូចនះេយើងទញបន 1 រ ឺ    

ែដល  ជពហុធមនដេឺ្រកទបជង  មួយឯក ។ ដេូចនះជសរបុេយើងទញបន 
1;   
;     

ែដល  ជចំននួគត់វជិជមន។ 

812.  េ យដងឹថ 2 1 1  េនះលកខខណ្ឌ ែដលេ យសមមូលនងឹ 
1 1  

ង  ។ ដេូចនះ 1  ។ ដេូចនះ 0

1  ។ េយើងទញបន 0 0 ចំេពះ 0, 1, … , , … 

។ ដេូចនះ 0 0,  ។ េយើងទញបន 
 

ែដល 0 0  ។ ជំនសួទំនក់ទំនងែដលបនចូលលកខខណ្ឌ េដើម េយើងទញបន 
1 2 1  

ពតិចំេពះ្រគប់  ។ ដេូចនះ 
 

ែដល  ជចំននួេថរ មួយ។ 

813.  េយើងមន 
1 1  
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ង  ។ េយើងទញបន 0 1  ។ ដេូចនះ 

0  ។ េយើងទញបន  ែដល 0 0  ។ ជំនសួចូលលកខខណ្ឌ េដើម េយើង

ទញបន  ែដល  ជចំននួេថរ មួយ។ 

814. ពហុធ 5 មនរសឺជចំននួគត់ , , ,  ។ ដេូចនះ  
5  

ែដល  នងិ , , … ,  ជចំននួគត់។ សមីករ 8 

សមមូលនងឹ 
3 

 ដេូចនះបីកនងុចំេនមចំននួគត់បួន , , ,  េសមើ 1 រ ឺ 1។ ដេូចនះ្រតវូមនពរីែដលេសមើ

គន  ែដលករណីេនះមិន ច េ្រពះចំននួទំងបួនខុស។  
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៥. សមកីរអនុគមន ៍

 

I. គណន  

815.  មលកខខណ្ឌ ទ១ីេយើងទញបន  
1 1  

មលកខខណ្ឌ ទី២ េយើងទញបន 
1 1 ,                 1  

ជំនសួ 1  េយើងទញបន 
1 1  

ដេូចនះ 1 1 ,   ជំនសួចូល(1) េយើងទញបនថ គម នអនគុមន៍ េផទ ងផទ ត់

លកខខណ្ឌ េទ។ 

816.  េយើងមន 1 2 4 2    2     (1) ។ ចំេពះ 3 េយើងមន 
1 2 1
1 2 1 1 1

 

េយើងទញបន         1 1  

         
1
1 1  

ដេូចនះចំេពះ 3  េយើងទញបន 
1 2 …2

1 …4 2
6
1 2

4
1  

817.  េយើងនងឹបង្ហ ញថ 0 ជចំេលើយែតមួយគត់។ សនមតថចំេនទមនចំេលើយ 

0 ។ ដេូចនះមនចំននួ  ែដល 0 ។ េយើងយក  េយើងទញបន 
 

ង  ។ េយើងទញបន 

 

ែដល  ជចំននួេថរ។ ជំនសួ  ចូលកនុងលកខខណ្ឌ  េយើងទញបន 0 ដេូចនះ 0 

។ 

818.  លកខខណ្ឌ  0 (1) មនលកខណៈឆ្លុះេធៀប

នងឹ , ,  ។ ដេូចនះេ យ រលកខណៈេនះ នងិេ យ រ , ,  មិនសូនយទំងបី្រពមគន  េយើង ច

សនមតថ 0 ។ 

យក 0 េយើងបន 0 0    ចំេពះ្រគប់   

។ 
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យក 0, 1 េយើងបន 0 0 ។ ដេូចនះ 

0 0 0
. 0  

ចំេពះ្រគប់  

ដេូចនះ  ជអនគុមនេ៍ថរេលើ  ។ ង  ។ ជំនសួចូលកនងុ(1)  េយើងទញបន 
0 

េបើ 0 េនះ 0 ដេូចនះ 0 ។ 

េបើ 0 េនះ  ជចំននួេថរ មួយកប៏ន។ 

819.  យក 1 េយើងទញបន 1  ។ 1 មិន ចេសមើសូនយបនេទ េ្រពះេបើេសមើ

សូនយ េនះ 0  ចំេពះ្រគប់  មិន ច។ ង 1  ដេូចនះ /  ។ ដេូចនះ 

 

ពតិចំេពះ្រគប់ ,  ។ ដេូចនះ 1 នងិ ។ េបើ  េនះេយើងទញបន 

 
ចំេពះ្រគប់ ,  ។ 

820.  ពលីកខខណ្ឌ ទមួីយ ចំេពះ្រគប់  នងិ  េយើងមន 
. 19 . 19
. 19 . 19 

ពលីកខខណ្ឌ ទពីរី ចំេពះ្រគប់  នងិ  េយើងមន 
. 99 . 99
. 99 . 99 

សមីករ 1 19 99  មនរសឺ 26 99 ; 5 19 ,  ។ ចំេពះ 0; 1 េយើង

ទញបន ; 26; 5 ; 73; 14  ។ 

ចំេពះ្រគប់  េយើងមន 
1 19.26 99.5 99.5 19.26 99.5 19.26

1 
1 73.19 14.99 14.99 19.73 14.99 19.73

1 
ដេូចនះ 1 1 ចំេពះ  ។ ដេូចនះ  ចំេពះ្រគប់ 

,  ។ យក 0 េយើងទញបន 0 ។ ង 0  ។ ដេូចនះ 

 ។ ជំនសួចូលកនងុលកខខណ្ឌ េដើមេយើងទញបន  េផទ ងផទ ត់ចំេពះ្រគប់  ។ 

821.  េ យ 0 េយើងទញបន 0 0 ។ េ យ 0 េយើងទញបន 

  0 រ ឹ  ។ េយើងេឃើញថ 0 ចំេពះ្រគប់  រ ឺ  

ចំេពះ្រគប់  សទុធែតេផទ ងផទ ត់លកខខណ្ឌ ែដលេ យ។ បនទ ប់មកេទៀតេយើងបង្ហ ញថ បន ំៃន

អនគុមនទំ៍ងពរីមិនេផទ ងផទ ត់េទ មននយ័ថ អនគុមន ៍ 
0;
;  



លឹម សុវណ្ណវចិិ្រត | I. គណន 191 

 

ែដល  មិនេផទ ងផទ ត់លកខខណ្ឌ េទ។ ឧបមផទុយពេីនះថ មន ;  ែដល 

0 នងិ  ។ ចំេពះ  ែដល 0 េគ ចរកបន េមគុណ  មួយែដល 

 គ ឺ / ។ 

ជំនសួ  េ យ  នងិ  េ យ  េយើងទញបន   
 

  
ពតិចំេពះ្រគប់ ,  ។ ដេូចនះ 

 
ង ;  ដេូចនះ 2  ចំេពះ្រគប់ ,  ។ យក  ។ 

ដេូចនះ 1 2  ។ ង 1 2  េនះ  
 

ចំេពះ្រគប់ ,  ។ 

ដេូចនះ េ យយក ;     0 ចែតករណី 0 មួយ

បុ៉េ ្ណ ះ។ ដេូចនះ  

0 ចំេពះ្រគប់  រ ឺ  ចំេពះ្រគប់  

822.  េ យ  េយើងទញបន 0 0 ។ េ យ 1 េយើងទញបន 
1 1 1 1           1  

េ យ 2 េយើងទញបន 3 2 1 2 1 ។ េ យ 2 1 េនះ  

3
2 1
2 1 1

2
2 1 

េ យ 2 , 3  ជចំននួគត់ េនះ 2 1 ្រតវូែតជតែួចកៃន 2 ។ ដេូចនះ 

2 1 2 េនះ 2 3; 3 2 

2 1 1 េនះ 2 2; 3 3 

2 1 1 េនះ 2 0; 3 1 

2 1 2 េនះ 2 1; 3 0 

1) ករណី 2 3; 3 2 

កនងុ(១) ជំនសួ 3 េយើងទញបន 4 9 ។ ជំនសួ 4 េយើងទញបន 5   មិនយក។ 

 2) ករណី 2 2; 3 3 ។ មវចិរេ យកេំនើន េយើងទញបន 
,    

 3) ករណី 2 0; 3 1 ។ មវចិរេ យកេំនើន េយើងទញបន 
0, 2     
1,        4 1
1,       4 1

    

 4) ករណី 2 1; 3 0 ។ មវចិរេ យកេំនើន េយើងទញបន 
0, 3     
1,        3 1
1,       3 1
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823.  េយើងមន 1 1; 2 2 ។ សនមតថ  ចំេពះ 1,2,… ,  ។ េយើងនងឹ

បង្ហ ញថ 1 1 ។ 

េបើ 1 2  េនះ 1  េហើយ 
1 2 2 2 1 

េបើ 1 2 1 េនះ 1  េហើយ 
2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 

ដេូចនះ   2 2 1 2 2 ។ េ យ 2 1  ជចំននួគត់ េនះ 2 1

2 1 1 ។ 

824.  យក  េយើងទញបន 0 2 2  ដេូចនះ  នងិ  មន

សញញ ដចូគន  ចំេពះ្រគប់  ។  

យក 0 េយើងទញបន  
0 2 0 0 0  

0 2 0 0 
េយើងទញបន 

១) េបើ 0 0 េនះ 0 2 0  េហើយេ យ  នងិ  មនសញញ ដចូ

គន ចំេពះ្រគប់  េនះ 0 ចំេពះ្រគប់  ។ ផទុយពសីមមតកិមមែដល 1999 0 ។ 

២) េបើ 0 0  េនះ 0 2 0 ;    ។ ដេូចនះ 0 ;  ។ 

ដេូចនះ 2000 0 ។ 

៣) េបើ 0 0  េនះ ង  ែដល 0 0 ។ េ យ  នងិ  មន

សញញ ដចូគន  េនះ  នងិ   មនសញញ ដចូគន ។ េ យ  នងិ  មនសញញ ដចូ

គន  េនះ  នងិ  ក្៏រតវូែតមនសញញ ដចូគន ែដរ។ េយើងមន 
0 2 2 2 ;  

ដេូចនះ ច 0;   រ ឺ 0;  ។ ែតេ យ 1999 0 េនះ 

0;   ។ 

 

ដេូចនះ 2000 2000 2000 0 ។ 
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